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PAR
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ABSTRACT. Nous établissons une inégalité' entre les sommes de Cesaro

et la fonction maximale associées a une fonction définie sur la sphere, et nous

en de'duisons divers re'sultats de convergence en norme L   , convergence presque

partout, localisation des développements en harmoniques spheriques, ainsi qu'un

théorème de multiplicateurs qui ge'ne'ralise le théorème classique de Marcinkiewicz

sur les series trigonometriques. Lámeme etude est faite pour les développements

suivant les polynômes ultraspheriques. Nous montrons de plus que les sommes

partielles du développement en harmoniques spheriques d'une fonction de  L (2. ),

p 4- 2, ne convergent pas forcement en norme.

Le the'orème classique des multiplicateurs de Marcinkiewicz s'e'nonce

(voir [16]):

The'orème (A).   Soit  ip¡A¡,>r)  une suite de nombres complexes, telle que

(A0)   \H\ <A;

(Ax)s^^l + l\pk^-pk\<A.

Alors   ^S.qXnk(akcos kd + b, sin kd)\\    < A J|£0°° iak cos kd + bksin k8)\\   ,

K p < oo.

Le but de ce travail est de ge'ne'raliser ce re'sultat aux développements en

harmoniques sphe'riques. Plus pre'cise'ment, si  / = 2q°° H,f est la de'composition

en harmoniques sphe'riques d'une fonction  / sut la sphère  S  , on cherche des

conditions suffisantes (de type analogue a celles du The'orème  (AX1)) sur la

suite   ipjJ^Q pour que l'application line'aire  M  de'finie par  Mf = S0°° pkH¡J soit

continue de   Lp dans   L^  (1 < p < + <»).

La démonstration de  (A) utilise un certain nombre d'outils, et principalement

les deux the'orèmes suivants (SNf de'signant la Nieme somme partielle, et

P   (0 < r < 1) le noyau de Poisson):
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Théorème (B) (fonction g de Littelwood-Paley). // existe, pour 1 < p < + oo,

une constante A„, telle que
P

0)   \\g(f)\\p = WHl-T)\dPr/dr*f\2dr)\<A¡

m) ll/II^V«^ *¿ /T/(*V* = o.
Ip>

Théorème  (C)  (inégalité de Zygmund).   // existe, pour 1 < p < + oo, ««e cons-

,  telle  que, pour toute suite d'entiers, n., n~,tante   A

suite de fonctions /., /.

'+ oo

et toute

Z \snM\'
0

<A. Zl/*wi:

Une ge'ne'ralisation très complète de (B) a été' obtenue par Stein  [19]; il

montre que si   (T )    n est un semi-groupe de diffusion symétrique sur un espace

de mesure  M, id est

Ci)  T'+s = T' ° Ts,  T° = Id,

(Ü)  l|T7 llp < 11/ llp pour i < p'< + oo, et  T'f — / dans   L20TC) quand  t -» 0,
(iii)  T' est un opérateur auto-adjoint sur  L  011),

(iv) />o-»tV>o,
(v) 7*1 = 1,

alors la fonction g définie pat g(f)(x) = (^xt\(d/dt)Tlf (x)\2 dt)Vl satisfait l'analo-

gue du Théorème  (B). Stein en déduit d ailleurs un théorème de multiplicateurs,

qui, dans un cadre aussi général, est le meilleur auquel on puisse s'attendre.

Dans le cas des variétés riemanniennes compactes, le semi-groupe de la chaleur,

dont le générateur infinitésimal est l'opérateur de Laplace-Beltrami satisfait les

conditions (i) à (v).  On obtient donc un théorème de multiplicateurs, mais il

réclame des conditions sur une infinité de différences. Stein pose le problème

d'une généralisation plus satisfaisante de   (A) dans ce cas.

Un substitut de l'inégalité (C) est fourni par le résultat suivant, cas parti-

culier d'un résultat de Fefferman et Stein (2).

Théorème (D).  Soit OU, d) un espace métrique, muni d'une mesure p satis-

faisant p(B(x, r)) < C • p(B(x, r/2)). On note Al/ la fonction maximale de Hardy-

Littlewood

Al/(x) = sup (l/p(B(x,r)))f \f(y)\dp(y).
r>0 'B(x, r)

Il existe alors, pour 1 < p < oo, une constante A     telle que pour toute suite

fvh ■•••/,

(2)  Le résultat est démontre'pour R"  dans [8]; il se généralise facilement aux

'espaces de nature homogène" (pour cette notion voir [5, Chapitre IIIJ).
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Z |M/,(*)|: <AP

Pour obtenir la ge'ne'ralisation de (C) dans le cas des sphères, on doit

d'abord recourir a un proce'de'de sommation plus efficace: nous montrons en effet

que les sommes partielles des de'veloppements en harmoniques sphe'riques ne sont

pas uniforme'ment borne'es dans   L^O, ), sauf si  p = 2 (voir §5).  On utilise les

sommes de Cesaro, dont on rappelle qu'elles sont de'fines par

.5 1

Al       0

, At    U + s)
OU   A .   =

(S + l)

/(/ - 1) • • • 1

Si  S > (n — l)/2, il e'tait connu que les sommes de Cesàro sont uniforme'ment

borne'es dans   Lp  (1 < p < + °°). Nous donnons ici une estimation   ponctuelle de

supL\SLf\  à l'aide pre'cise'ment de la fonction maximale de Hardy-Littlewood, ce

qui permet d'obtenir le re'sultat  (C) moyennant  (D).

Une fois obtenus les re'sultats  (B) et (C), nous en de'duisons un the'orème de

multiplicateurs, en ge'ne'ralisant convenablement la me'thode utilise'e par Mucken-

houpt et Stein (voir [l7]), dans  leur  étude des développements   suivant  les  poly-

nômes ultrasphériques.

Notre the'orème principal s'énonce alors:

Théorème  (0.1).  Soit  ipAu^n une suite de nombres complexes satisfaisant

aux conditions

(A0)  \pk\<C,

(an)suPj2^-^;:+1|a^i<c,

où  N  est le premier entier strictement plus grand que   n/2, alors

ZfW
Lp(2

^AP ZX/
LP(2   )

(!<?<+»).

En resume, on peut donner la marche à suivre pour la démonstration d'un

the'orème de multiplicateurs  (type Marcinkiewicz).  On e'tudie la convergence en

moyenne dans   Lp  (1 < p < + <*>) des sommes de Cesàro (ou des sommes de Riesz),

pour laquelle apparait un indice critique   Sn, qui de'termine en quelque sorte la

"dimension harmonique"  du système orthogonal en cause. On cherche alors, par

des estimations plus fines, à de'montret une "inégalité' maximale", d'où découle

(C). Notre conjecture est que l'indice critique pour le Théorème (C) est encore

S0. On en déduit alors un the'orème de multiplicateurs dans   L''  (1 < p < + °o), qui

fait intervenir  N différences (ou de'rive'es), où N est le premier entier supérieur

ou e'gal à Sn + 1. Nous indiquons d'ailleurs au  §7 des généralisations de nos

résultats au cas des espaces symétriques compacts de rang 1, des variétés riemann-

iennes  compactes,  et  au   §6, au cas des polynômes ultrasphériques.
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La conjecture que le nombre de différences qui intervient est lié à l'indice

critique des sommes de Cesàro se voit confirme'e dans un autre résultat que nous

obtenons, et qui établit un lien entre les multiplicateurs de  2 , et les multipli-

cateurs  radiaux de  R". Si ces liens sont sans doute moins complets que ceux

existant entre les multiplicateurs de  T" et ceux de  R", ils permettent de trouver

des résultats négatifs sur  1n, tels que la non convergence des sommes partielles,

ou des re'sultats positifs sur  R": c'est le cas du théorème de multiplicateurs

suivant (qu'on pourrait e'galement obtenir directement), qui n'est conséquence ni

du théorème d'Hörmander, ni du the'orème de Marcinkiewicz.

lhéorème (0.2).  Soit m une fonction à valeurs complexes, de classe  C    sur

]0, + oo), et satisfaisant aux conditions:

(A0)   \m(p)\ < C,

(AN) 2><N-1>j22;■ + , \dNm(p)/dpN\dp<C,

où N  est le premier entier strictement plus grand que n/2.  Alors m définit un

multiplicateur radial de L^(Rn) (1 < p < + oo).

En outre, nous donnons une étude systématique des sommes de Cesaro:

résultats de convergence presque partout et localisation (on comparera utilement

avec les re'sultats de Stein  [18] sur T"), e'tude en-dessous de l'indice critique

(cf. les résultats de Fefferman  [6]). Nous donnons aussi les théorèmes sem-

blables pour les développements suivant les polynômes ultrasphe'riques, étendant

ainsi les résultats de Muckenhoupt  et Stein  [17], Askey-Hirschman   [l] et Gil-

bert  [10].

Certains des re'sultats qui figurent ici ont fait l'objet de notes aux C. R.

Acad.Sci. ([2], [3], [4]).

Cette introduction serait incomplète, si nous ne remerciions E. M. Stein,

qui, de se'jour à Orsay nous a accueilli avec bienveillance, nous a éclairé de

ses intuitions sur ces problèmes, et nous a communique' oralement une demon-

stration simplifiée des re'sultats de Fefferman  [6]. Nous avons e'galement

béne'ficié de l'enseignement dispensé au cours de l'anne'e 1970-1971 par

R. Coifman et G. Weiss, qui nous ont en particulier initiés à la théorie des

intégrales singulières sur les espaces de nature homogène. N. Lohoué nous a

toujours amicalement encouragés et nous a en particulier sugge'ré l'énoncé du

théorème (1.1).  Enfin Madame Dumas, avec sa compe'tence habituelle, a fait de

notre manuscrit quelque peu indigeste un article lisible-du moins nous l'espe'rons.

1.  Lien entre les multiplicateurs zonaux de 1n  et les multiplicateurs

radiaux de R".  On note  1n la sphère de rayon 1 dans  R"+ , id est Sn =

if 6 R" + 1, ||f ||2 = 1 !;  1 désigne le pôle nord de coordonnées (0, 0, • • • , 0, 1).
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La sphère est munie de la métrique riemannienne induite par celle de  R* +  .  On

note exp l'application exponentielle au pôle nord, d la distance ge'odésique sur

2 , et da la mesure riemannienne, normalisée de sorte que  /_   da = 1. Son expres-
« rn

sion en coordonnées exponentielles est  A^((sin ||x||)/||x||)"_   dx.

2    peut aussi être considérée comme l'espace homogène SO(n + 1)/S0(n), ou

SO(n) est le sous-groupe de  SO(n + 1) qui laisse le pôle nord invariant. Une

fonction à valeurs complexes / sur 2    s'identifie à une fonction   / sur SOin + ï),

constante sur les classes d'équivalence, au moyen de    fig) = /(g(l)). Cela permet

de de'finir une structure de convolution sur  2   . Une classe particulière de fonc-

tions, dites  zonales, est constituée des fonctions / sur 2 , invariantes par

l'action de SO(n). Une telle fonction ne dépend alors que de la distance ge'odé-

sique au pôle nord (3), ou encore du produit scalaire (dans  Rn+ ), soit /(f ) =

'/(rf • 1), où  7 est défini sur le segment  [- 1, + l]. La convolution d'une fonction

zonale / avec une fonction quelconque  g s'e'crit alors simplement:

(/ * «)(0=/T    ^fit-vWdoir,).

Les sous-espaces de L (2 ) invariants minimaux sous l'action de SOin+l)

sont les sous-espaces H, ik eN), formés des harmoniques sphériques homogènes

de degré k. On note Hk le projecteur orthogonal sur H,, et Z, l'unique fonction

zonale de K,, telle que

V</> £ Kk,     (<f>, zk) = 0(1).

Il est classique (voir  fc], [23]) que / = 2¿ °°Hkf if £ L2Hn)), que  H J = Z^ * /,

et que   {,Z/¡ = in - 1 + 2k)/(n - 1)p£ (À = (» - l)/2),  où P\ est le polynôme de

de Gegenbauer d'indice À et de degré k, défini par (l - 2xw + w■ )~* = 'î.0°oPHx)wk.

On en déduit aisément le noyau de Poisson de la sphère  2 :

pJtî= Z"*z,(cf) =-L-J?-_.
* (l-2uz<f. l) + w2)l» + V'*o

2ZV   \  ___^._j„    , 2,On appelle multiplicateur zonal de   L   (2  ) tout opérateur de   L  (2 ) qui

commute à l'action de SOin + 1). Un tel opérateur  M s'e'crit sous la forme Mf =

20°O7"í¡/7jj¡/, ou (mk)k>0 est une su'te bornee de nombres complexes. Si M s'étend

en un ope'rateur continu de   Lp dans   Lp, on dit que  M est un multiplicateur de

L (2n). Cet opérateur peut aussi s'interpréter comme l'opérateur de convolution

avec la distribution  20°°ot,Z,.

On sera amené' à envisager dans la suite la sphère de rayon  R dans  R" + 1;

les notations 2R, expR, daR se laissent comprendre par analogie avec la sphère-unite'.

(3) Ceci est faux pour  n = 1, il convient alors de se limiter aux fonctions paires sur

le tore   S   .
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On se propose maintenant de rattacher les multiplicateurs zonaux de la sphere

aux multiplicateurs radiaux de  R". Dans le cas du tore T", l'isomorphisme local

entre T" et R" permet d'établir de nombreux résultats; la démonstration de l'un

de ces résultats utilise une méthode de passage a la limite, que nous avons pu

adapter aux cas des spheres. Une formule asymptotique pour la fonction zonale

fournit alors le résultat désire.

Soit donc  m une fonction mesurable bornée de  [0, + oo) dans C. Une telle

fonction permet de définir un multiplicateur radial  Al dans   L (R") par

M/Oc) = m(||x||)/(x).

Par ailleurs, a chaque e > 0; on associe la suite  m( définie par m((k) = m(tk), et

on définit un multiplicateur  M   dans   L (2 ) par AI / = ~S.xm(k)H,f.

Théorème  (1.1).   On suppose que m  est une fonction bornée et continue ö

gauche en tout point de ]0, + oo[( que Al    est pour chaque  e > 0  un multiplicateur

de  Lp(2 ), et que sup,   „ Il Al II       h < A < + oo.  Alors M  est un multiplicateur
n ' t r-e>o N    ("£(Lp(2n)) - r

de LP(R")  er  II Al||       „    „    < C   ■ A, ou C    ne dépend que de la dimension n.
£(LP(R*))-     n ' n fi

Un raisonnement habituel montre qu'il suffit de démontrer le théorème pour

des fonctions  m convenablement décroissantes a l'infini.  En effet, posons

ml(p) = m(p)e-'p (t > 0).  Alors  m^k) = m((k) • (e~a)k = m^k)wk;  or  Z+0°°wkZk

est le noyau de Poisson  P     de  S , dont on sait qu'il est de norme 1 dans

lHXJ.   Par suite   WtyW^p < ||AL||f    p      ^ < A.  Si donc le théorème est
n n

démontré pour m1, on en déduit llM'IL     fi    „    < C   • A, d'où le résultat en notant
f "£(Lp(r"))-    n

que m1 —»m en chaque point quand t tend vers  0. On peut donc supposer que

\m(p)\ < C .e      2  , C., C2 > 0.   Pour démontrer que  M est un opérateur de  LP(R")

de norme inférieure a C   -A, il suffit de montrer que pour toutes fonctions f et g

nulles hors d'un compact de  R", et telles que   ||/||    < 1,   ||g||   ,  < 1 (l/p+ l/p' = l),

on a l'inégalité  |/| = \(Mf, g)\ < C  A.   Mais  M n'est autre que la convolution avec

la fonction radiale dont le profil est la transformée de Fourier-Bessel de  m; le

premier membre de l'inégalité s'écrit donc

I = Cnf J nflX(\\x-y\\p)-^Jx_y7(p\\x-y\\U(p)f(x)g(y)Pn-1dpdxdy,
R       R

et l'intégrale est absolument convergente grâce au contrôle a l'infini de  m.

Si R est choisi suffisamment grand, expR: R" —» SR est un difféomorphisme

d'un voisinage ouvert fi des supports de / et g sur un ouvert de SR. Par suite,

on peut définir sans ambiguité des fonctions   fR  et  gR   sur  SR, telles que
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fRiexpRx) = fix),  gRiexpRx) = gix), pour  x £ ii. A l'aide de l'homothétie de rapport

1/R, et en utilisant l'hypothèse du théorème avec  e = 1/R, on obtient l'inégalité

suivante

l'.l- j¿íhízl"($\(^)f#W^*>,,W <A.

On va montrer que   /„ —» C   • /, quand  R tend vers + °°. Par un changement de

variables,

- f   f   Z>(-Vz,
R"JK"JR"o        VR/        *

fexpRx . expRy

g     \\\*\\/R     )      \  \\y\\/R   )      '   "

Posons pour un instant

où ¿„  est la fonction sur ]0, + <*>[, constante par intervalles, définie comme suit:

on appelle  & la partie entière de   Rp ik < Rp < k + l) et alors

Utilisant la décroissance a l'infini de  m, et le fait que 'Z,   est  Oikn~ ), on voit

que  ir,  est dominé (uniformément en R) par une fonction sommable pour la mesure

p"~  dp. D'après le théorème de la convergence dominée, il reste a montrer que

hRip) —» Cn(p\\x - y\\)~X+,/2]x_1Aip\\x - y\\) • mip) quand  R tend vers + ■». La

fonction  m étant continue a gauche, on en déduit que   mik/R) —» m(p).  Ensuite,

expR*•expRy x

exp — • exp —
(   x      y\
exp -, exp -  I.

\       R R/R2 R R

Or, d'après un résultat général de géométrie riemannienne  (voir  [il, p. 54]), ou

par un développement limité,

j(     *        y\    II*-yII       /A   p||*-y||       /A¿(exp -, exp -j ._-  + o[-) =__ + oy.

D'autre part (j ¿/¿1)/R p"~ ' dp)~ l = Rn ■ (l + Oil/k))/kn~ l.  Le passage a la

limite est achevé par une variante de la formule de Mehler-Heine (voir [22, p. 190],

[23, p. 233]).

Lemme (1.2).   Soit z un nombre reel strictement positif; alors

Ä. lèih z* (™s (i+ »(r))) -c»-*~'*" ;"-«W'
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2.   Etude des noyaux de Cesaro sur la sphère  2^.  Rappelons d'abord la

définition des sommes de Cesaro(4):  on pose, pour Re 8 > - 1,   (1 - x)

'S. XA  x , de sorte que

A S _  (l + s\     U+S)(l + 8- !)■•• (8 + 1) =    TU+ 8 + 1)

1 ~ V l  ) ~        Ki-i) ...i ru + uns + d '

Si maintenant /= S.^fi^/ est une décomposition orthogonale, sa Lième somme

de Cesàro d'indice  5 est définie par  s[f= (1/a£) 2qAL-/ H l^ De la de'finition

découlent immédiatement les deux égalite's:

L
As     -    °     4S + I    or     4S+cr+i_   Y ASAa

S

Z + l

Enfin la convexité de Log V(x) sur ]0, + 00) permet d'obtenir l'estimation A;

0(/S) (S e R, S > - 1).   Dans le cas de la sphère   \, s\j = s£ * /, où s[  est

la fonction zonale définie par s L = (1/AL)20 AL_¿Z¿; c'est donc essentiellement

le noyau de Cesaro  (d'indice   5) des développements suivant les polynômes de

Gegenbauer d'indice  À = (« - l)/2.  Notons en effet que deux systèmes de

polynômes orthogonaux de degré croissant (mais non ne'cessairement orthonorme's)

pour une même mesure ont mêmes noyaux de Cesàro.

Les noyaux de Cesaro des polynômes ultrasphériques, et plus ge'néralement

des polynômes de Jacobi ont été étudiés par divers auteurs  ([15], [22, Chapitre

IX]). Nous nous inspirons ici de la méthode de Szegö pour obtenir des estimations

précises de ces noyaux, estimations qui sont indispensables pour la suite. Nous

traitons le cas des polynômes de Jacobi d'indice   a, ß quelconques, avec

toutefois la restriction que   a > ß > _ l/2 ; cela couvre en particulier l'e'tude des

noyaux de Cesàro de tous les espaces symétriques compacts de rang 1 (voir §7).

Soit donc  / = S..x0 a  P   • ̂ , alors

L

*[/<!> "4     l2Al_lalPrß(l)=   ( + \f(x)sl(x)(l-x)a(l+x)Pdx,
AL    1=0 J -l

ous[U)=(l/A¿)VÍ=oAS_/||pa,/3||-2pa,/3(l)pa,/3w_

Théorème (2.1) (5). Soit 8 > 0; alors

(i) si 0 < e < 77/2,

láteos 6)\<C ■ L2a+2;

(ii) sz 2/L < 9< 77/2,

C*) Pour tout ce qui concerne les sommes de Cesàro, voir [25, Chapitre III].

( ■>)  Dans le cas  <x=/3, une partie de ces estimations a été démontre'e par Kogbetliantz

[l5j, en suivant d'ailleurs une me'thode différente.
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l   5/s iHeos 6)\<C . La+H-S,|ö|-a-8-3/2 (5<a + 3/2);

<C - L-l\6\-2a~i (S>a + 3/2);

(iii) si v/2 < 6 <7T- 2/L,

|s[(cos0)|<C • La&Vl'S\n-d\-ß-l/2 (5 < a+ 3/2),

<C • L-l\n-6\~a~ß~2^ ia + 3/2 <8<a + ß+ 2),

<C.L~l i8>a + ß + 2);

(iv) si rr/2 < 6 < zr,

|s[(cos ö)| <C La+^+1-S      (8<a + ß + 2),

<C ■ L-1 (8>a + ß + 2).

Avant d'entamer la démonstration, rappelons quelques estimations sur les

polynômes de Jacobi:

C.lp, 0<6 <n/2,

\c ■ rV26-p-1/2, o<e<u/2,

\C . r'/2\n-0\-s-l/i,     n/2<6<n,

[C . Is, rr/2 < Q < n,

(voir [22, p. 167])

Pp' "(cos 6)\ <

pf-ßii)= (/+za) =0(/a)     (ibid., p. 58);

VflM     '""I        ■ E»+'»""' + P + "V' . 0(,)      (ibid., p.68).
'       2       \2/+a + ß+l     r(/+l)r(/+a + j8 + l)/

Démonstration de (i).   On utilise la majoration uniforme des polynômes de

Jacobi; d'où

l*îl <A Z ¿f    ,0(Z)0(/a)0(/a)<c'eL2a+2.

Démonstration de (ii). Supposons d'abord  S entier. Szegö a montré le résultat

suivant  [22, p. 256]:

Lemme(2.2). s[(x) = (1/a[) 2^ HÁL, 8)P?+S + 1' ß(x), oh

Cl5"1 si 1=0,

8-1

HÁL,8)<   {C   ¿ZiL-DPrp   sil<l<L-l,

CLa+l sil-L.
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Soit d'abord  8 < a + 3/2; on majore alors facilement en utilisant la deuxième

majoration de  P.a        '^ sur ]0, 77/2 [

\sl(Cosd)\<±ï(Ls-1+ x Z (L-i)prpryi + La+lL-yA\6\-a-s-i/2
L    \ 1=1 p=o /

<c. La+1/!"siöra"s_3/2.

Si au contraire  8 > a + 3/2, on majore de la même façon la contribution des

termes  1=0 et  l = L.  Ensuite on coupe en S . s.s, ,g + S. /a</<r /7 +

2, /2</sL_i' et on majore comme suit:

Z <4   Z Z a-z)pza-"z-« |c?ra-s-3/2
L/2  l \l/2 p=o y

< ^r¿1a-z)s-i]La-8+^io|-a-s"3/2<c.La-s+í<iora-8-3/2>

majoration qui est meilleure que celle a obtenir, compte tenu de   Ld > 2.

L/2 /L/2 8-1 \

Z < —   Z  Z (L - /)"/a-¿r* lep-5"372
1/0       LS \i/ö   p=o /

<   _£_   l   y    LS-l/a-S + '/2 j  igi-a-S-3/2 <   £ _  ^-a+S-3/2-a-8-3/2

~   L"   \l/ö / "L"

Enfin, là où Z < 1/6, id est  6 <l/l, on utilise la majoration uniforme des poly-

nômes de Jacobi. D'où

I/o 1/0/s-l \
z < 4 M £ (L - z)'za-'za+8+1)

1      i-     1   \p=o /

1/6
< -115"1 E/2a+2< -r2a-3.

Lorsque 8 = a + 3/2 est un entier, la me'thode précédente fournit une estimation

un peu moins bonne que celle recherchée. Pour traiter ce cas, ainsi que les cas

ou ¿5 est un indice non entier, on va utiliser une autre décomposition des noyaux

de Cesàro, due elle aussi à Szegö (voir  [22, p. 259]).
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^emme (2.3).

sM       1   )   a+fl+i r(a + l)rq+jS + l)r(2L + a + >S + 2S+3) P^+i,ß(x)

L AS \ r(L + a + ß + 8 + 2)F(2L + a + j8 + 8 + 3)  (        '

- ZK-iV,p (L + 8 + l)---iL+8 + tf_

P=i
(2L+ a + /3 + S + 3)---(2L+ a + ß + 5+p + 2)

5(5 - 1) ••■ (5 - p + 1) s 8+P(x)
1.2. ...-p L

Avant d'utiliser ce lemme, montrons un résultat auxiliaire.

Lemme (2.4).  Sozi 8n zzrz enzz'er, 5n / a + 3/2; si 8 > <5„, ei désignant par

r,°(ö)  zö fonction majorante qui figure dans le Théorème (2.1), orz a |sL(cos 8)\ <

Ch.8. r[°(6).

On a en effet la relation sL = (l/A^)2/_0 ^L_¡        A¡   s¡   ; majorant |s;   |

par T,   , et utilisant la forme particulière de cette majorante sur les divers in-

tervalles on voit qu'il suffit de démontrer l'inégalité (l/^L^/.o^L-/       ^ l   it + ^>

< Cj    ■ 8 • (L + 1)     , où yQ > - 1. Noter qu'on a change' /en  (/ + 1) dans les

estimations, ce qui est toujours possible, et indispensable quand   / = 0. On écrit

alors  (/ + l)70 = (/ + I)" Hl + D70+1 < L70 ■ L ■ il+ D" 1 de sorte qu'il suffit de

montrer le résultat lorsque  y„ » - 1.  Or A; °/(/ + 1) = A   °     /Sn, de sorte que la

somme a majorer s'e'crit:

l   f /-So-1     A'1       1      .8-1       S
S    Z-   ^L + l-U + D^z + l      -      s    -/1L + 1-.       ,'

Cela étant, revenons a la formule de Szegö.  Le coefficient du premier terme est

OiL ), et par suite ce premier terme se majore dans tous les cas comme il

faut. La sommation ne fait intervenir que des indices supérieurs ou égaux au

premier entier strictement plus grand que 8 (dans le cas où 8 = a + 3/2 est

entier, le premier indice qui intervient est  a + 5/2), de sorte qu'on peut majorer

l5L     I Par  C ■ (p + S) ■ rL       id). Concernant le coefficient, on note d'abord que

|(5(5 - 1) ... (5 - p + 1))/(1 . . . p)\ < C . p' l- S; ensuite

_(L + 8 + 1). • . (L + g + p)
(2L + a + ß + 8 + 3) • • • (2L + a + ß + S + p + 2)

< C Í8 + 2) ...(8 + p + l)
' (a + ß + 8+^)-..(a. + ß + 8 + p + 4)'

cat la fonction  (x + 8 + k)/(2x + a + ß + 8 + k + 1) est décroissante (dès lors que

k > (a + ß + 1)_ 5). Ce dernier coefficient est donc 0(p"(a+^+3)). D'où finalement
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+00 / +00 \

Z    <C(Z   pl~S ■ p-(a+ß+}) ■ p)r[l] + l (d) <C . r^ + 1 (6).

On utilise d'abord ce re'sultat pour obtenir le cas où 8 = a + 3/2 est entier, puis le

cas ge'neral.

Les majorations de (iii) et (iv) sont fonde'es sur les mêmes lemmes et ne

comportent pas de difficultés nouvelles.

Corollaire (2.5). Soz'Z s,    le noyau de Cesa.ro d'indice 8 de  S ; alors

(i) si d(x, 1) < 77/2,

\s[ix)\<C . L";

(ii) si 2/L <dix, 1) < 77/2,

|s*C*)| < c . l(("-1)/2-sV(*, l)-("-0/2-S-i    (5< („+ D/2),

<C . L-ld(x,l)-"-1 (8 > (n + l)/2);

(iii) si 77/2 < d(x, 1) < 77 - 2/L,

|s[(x)|<C-L(("-1)/2-S)4x,-l)-("-1)/2 (S < (« + l)/2),

<C • L'ld(x,- l)-" + S ((« + l)/2 < 5 < «),

< C • L-1 (S>b);

(iv) sz 77 - 2/L < d(x, 1) < 77,

\s*L(x)\<C ■ L""1"5       (§<«),

< C - L-1 (¿5 >«).

Remarques.  (1) Signalons que E. Kogbetliantz a montré dans   [15] que si

S > «, alors  s,  > 0 en tout point; c'est une ge'ne'ralisation du résultat classique

de Fejér (cas « = 1).  Par suite, on doit s'attendre à ce que les majorations de

sL ne s'améliorent plus lorsque   8 devient supe'rieur à «.

(2)  Le noyau de Poisson   Pr(x) = Sq"0rkZfe(x) = (1 - r2)/|rx - 1|" + I   satisfait

les majorations suivantes:

Pr (x) < C • (1 - r)~", 0 < dix, 1) < 77,

< C • dix, I)"""1 . (1 - r),      0 < dix, 1) < 77/2,

< C • (1- r), 77/2 <dix, 1) < 77,

et le calcul de P    en   1, - 1 et un point equatorial montre qu'on ne peut espérer

améliorer ces majorations.  Or le noyau de Poisson s'exprime en fonction des

sommes de Cesàro d'indice  8 par la formule P   = (1 - r)  +   ^•¡To'^i7' sf Substi-

tuant alors à r la quantité 1 - 1/L (cf. la remarque de [25, p. 223]), on voit que
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toute majoration de  s,    en   l~  Q~     se transfère immédiatement au noyau P\_\/i.

Les paliers observés dans les majorations  (S = in + l)/2, et 8 = «) sont bien

ceux que laissent prévoir cette remarque.

(3)  Les remarques précédentes valent encore pour les polynômes ultra-

sphériques d'indice  À quelconque. Dans le cas des polynômes de Jacobi quel-

conques, Askey a conjecturé que s,  > 0, dès lors que  8 > a + ß + 2.

3.  Résultats de convergence des développements en harmoniques sphériques.

Il e'tait bien connu que les fonctions  s,   appartiennent uniforme'ment à L  (2 ),

dès que  ¿5 > (« - l)/2, et donc que les moyennes de Cesàro d'ordre  8 > in - l)/2

d'une fonction  / de   Lp (S  ) convergent dans   Lp(£ ) vers  / (1 < p < + oc). Au

§5, nous verrons comment ce re'sultat peut être  amélioré  lorsque  p > 1 et

8 < («-D/2.

Nous allons, dans ce paragraphe, nous intéresser a d'autres types de con-

vergence: les majorations du  §2 vont nous permettre d'obtenir des résultats de

localisation et de convergence presque partout. Notre premier souci va être

d'interpréter ces majorations.

Posons  s, (cos 6) = a. (cos 0) + r, (cos 6), où

(7L(cos <9) = sL(cos 0)x[o  77/2]^'

et de même   SLf = oLf + rLf.

Si À = (« - l)/2 > ¿>, il résulte de la majoration (iii) du théorème que:

|r8(cos 6)\ <A|t7 -0|-2X + s       si  S<2A,

|r£(cos 0)\ < A si  8>2X.

Soit 8 < 2\:

sup \rL < a(H/2 \rr-8\<-2^P\n-d\2*deyP < 00    si p <
||P-     V77/2 / r     2À-S

Donc  supL|7[| e Lpiln) pour  p < n/in -1-8) si  (« - l)/2 < S < « - 1,

supL|7L| e L°°(2 ) si 8 >n - l.

Montrons d'autre part que, si 8 > X = (n - l)/2, il existe une constante A

telle que, pour tout f £ L (S ) et pour tout x £ R", supL|cL/(x)| < AM/(x)(6).

Quitte à changer /, on peut supposer que x = 1.

o-£/(l)= j"    a[(x. l)/(x)z/o(x)

=   faffcos Ö) f /(sin 0f, cos Ö)sin"- ̂ rf^ö.

(6) On de'signe par  Mf la fonction maximale de Hardy-Littlewood (cf. introduction)

UfM-supr>0(fdlxy)Jf(y)\doiy))/fdlxy)srdo<y).
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Posons:

A(0)=    f \fix)\doix)=   f0  f        |/(sinçif, cos çSVcfsin"- l<pd<f>,
J x- l>cos 6 J  0 •'t       j

A{6) <Mf il) f daix) = C M/(l)f   sin"~V^<¿.
J x • 1 ¿cos ¿9 n J  0

Posons d'autre part:

¿L(rr)=LX~S(L-2 + Ö2)(-*-s-1)/2    si 8<A+1,

feL(0) = L"Ul-2 + <92)-x-1 si5>A + l.

En vertu du Corollaire (2.5), ctl(cos 6) < AkLi6),

|o£/(l)| < a|"J^(- k'L{ff,mO)d6 + A(ir)ALU)]

comme le montre une intégration par parties et le fait que   k.   est négatif

\a[fil)\ <a(- j'\ ¡(6) j'9 sin" ~lchdcp d6 + kLirr)$nosinn- lcpdÀ MfH).

Or

jnokL(d)jeosin"-lcpd<p = - kjMf^sin"- lcßd<p + J"^L(0)sin"- 1 Odd.

Comme  supL/g ^L(ö)sin"~ 1ddO < «>, il existe une constante  A  telle que

a[/(l)<AM/(l).

On peut re'sumer ces résultats dans le théorème suivant:

Théorème (3.1).  Soit 8 > (n - l)/2.  // existe une constante A   indépendante

de la fonction f £ L  (2  ) telle que  sapL\SLf \ < A(M/ + K * \f \) ou K  est une

fonction positive qui appartient a L^(2 ) pozzr les valeurs de  p  inférieures a

n/(n - 1 - 5)  lorsque S < n - 1 , a L°°(2 )  lorsque 8 > n - 1.

ç
Il  est  a remarquer  que  la  majoration   sup, |S,/| < A/M/   lorsque

5 > n - 1 a été obtenue dans un cadre beaucoup plus général par Hormander ([12],

[13]), du moins lorsque les moyennes de Cesàro sont remplace'es par les moyennes

de Riesz.  Nos résultats vont nous permettre, dans ce cas particulier, d'obtenir

des théorèmes de localisation plus précis.

Théorème (3.2). Soit  t > 0,  5 > (n - l)/2.  Si la fonction f appartient a

l'espace  Lp(2 ), p > 1, ou p > n/(8 + 1), et si f s'annule a l'intérieur de la

boule dix, 1) < e, alors  S .fil) tend vers 0, lorsque L tend vers l'infini.

En utilisant la densité des fonctions  Çx dans  LPÇS. ), on se ramène à

montrer l'existence d'une constante  A     indépendante de  / telle  supL|^L/(l)| <

A   ||/ L   pour toute fonction / s'annulant à l'intérieur de la boule dix, 1) < e.
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8,
; dernière inégalité est satisfaite si  sL(cos d)X[( n^,8) appartient uniformé-

à Lp' ism2Xddd), l/p + l/p' = l. Or, si t >L~X\

Cette

ment a

|ct[(cos ö)| < ALX~S6~ K~S~1 < Ae~X'S~l    lorsque  8 > c,

\Vl\\p>   <A     si  p>n/i8 + l).

Remarque.  On peut montrer que les conditions du Théorème (3.2) sont des

conditions nécessaires pour qu'il y ait localisation. Supposons tout d'abord

8 > (« - l)/2, et   p < n/i8 + l): la fonction (l + x • l)-/i, qui appartient à Lp(2n)

lorsque   p < n/2p, est  C°° ou voisinage de 1. II existe donc une fonction qui est

(l°° sur  Sn, dont les moyennes de Cesàro  SLf (l) convergent vers /(l) de ce

fait, et qui coïncide avec  (l + x • l)-^ dans la boule dix, 1) < e. Comme les

moyennes de Cesàro d'ordre  2ii - 1 de (1 + x • l)-ix ne convergent pas en 1

(voir [22, p. 265]), on obtient ainsi un contre-exemple explicite avec 8 = 2p - 1.

Plus géne'ralement, en vertu du théorème de Banach-Steinhaus, les conclu-

sions du Théorème (3.2) ont lieu si et seulement si supL|^L/(l)| < ^||/|L quelle

que soit la fonction  / £ Lp(2 ) nulle dans la boule dix, 1) < (, et donc si et

seulement si  sL(cos 6)X[f ff](ö) appartient uniformément à Lp  (sin2   ddd).

Soit alors  (« - 1 )/2 < S < « - 1, p = «/(<5 + 1). On veut montrer que rLicos 6)

n'appartient pas uniformément à Lp  (sin     Odd). En utilisant le Lemme (2.3), on

■    / ,-,       ,,-    , , X- S+MpA + S+H, *+'^/        a\ ,n\
voit aisément qu il suffit de montrer que   L r¡^ (cos ">X\n/2  nV-'

n'appartient pas uniformément à Lp (sin     Odd). Cette dernière propriété' découle

de la formule asymptotique de  Mehler-Heine,  comme on peut le voir en utilisant

la méthode de Szegö [22, p. 173].

De même, lorsque S < (« - l)/2 = À, on est ramené à montrer que

, x-h+Vzp\ + h+lA,\+lÁ(       flx ta\    , ■ -c
L rL (cos tf)Xr    n/2]W)  n appartient  pas  uniformément  a

L  (sin     Odd) pour prouver que, quel que soit  p, il n'y a pas localisation pour

les fonctions de   Lp(£  ).  Or

JJ/2sin2Xö|PLX + a+'/-X+1/Hcosc9)|^>AjJ/2sin2^|PLA+S^>^(c9)|i/ö

quel que soit p. Si p. est suffisamment grand, cette dernière quantité est minorée

par  L"H [22, p. 173].

Théorème (3.3).  Soit 8 > (n - l)/2.  // existe une constante A  telle que, pour

toute fonction f £ L!(Sn), «zjsupL|SL/| > a\ < (A/a)||/||r  Les moyennes de

Ces'aro d'ordre  8 d'une fonction de  L   (S ) convergent presque partout.

La convergence presque partout est une conséquence de l'inégalité faible,

qui découle du Théorème  (3-1).

Corollaire (3.4).  Soit 1 < p < 2.  Si 8 > (« - l)[l/p - 1/2], il existe une
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constante A telle que, pour tout f £ Lp(2n), ||supL|SL/ | || < A ||/ || Les

moyennes de Cesàro d'ordre 8 d'une jonction de Lp(2 ) convergent presque

partout.

Le re'sultat, lorsque  p = 2, découle du lemme suivant, qui est un cas par-

ticulier d'un re'sultat général sur les systèmes orthonormaux:

Lemme (3.5).  Si, pour une valeur SQ > 0, les moyennes d'ordre Sn des fonc-

tions de  L (2^) satisfont a l'inégalité  ||supL|SL / | ||2 < A g  ||/ ||2, alors, quel

que soit 8 > 0, elles satisfont a l'inégalité  ||sup, \S, f\ |L < Ag ||/|L.

La démonstration, dans le cas de  R" et lorsque les moyennes de Cesàro

sont remplacées par les moyennes de Riesz, se trouve dans   [12]. Elle est tout

a fait analogue dans le cas présent.  Nous en donnerons seulement un aperçu.

Les moyennes de Cesàro d'ordre   8 + ß s'obtiennent à partir des moyennes

de Cesàro d'ordre  S par la formule

S^f.iA^h-^AlAtlslf.
k=o

(AsL+^r2¿ iA¡Af;-\)2^o(L-2i-2ßZ   k2HL-k)2ßA
k=0 \ k=0 '

= OiL-1)    si ß>H.

Donc, en vertu de l'inégalité' de Schwarz, il suffit de montrer que

1      L S     2VA«up y- Z IV"

pour tout 8 > - V2.

Or, par hypothèse,

< A

2

-pQ £ \sl°f\2
k = 0

-le   u/
sup \S L f <A*

Il suffit donc, pour prouver le résultat, de démontrer que, si  S > - A,

ll(2r_n|5,s+1/-4/i2L"1^li2<^sii/ii2-Posons'L=0l   L

~S + L
«8v)=  ZK f-surL

\L=0

2r -1
Vi
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L      A > + l

ÇS + 1.      _8,       v   {      L-k "L-k

k=o \AL AL   l
"kf'sh^V^LkAl^H^,

+ k=o

h(f)f2
(O + 1)      L=0 *=o

oo /    oc \

(S + l)2
sll/ll22

t=o ^L=fe

puisque S¡0L-1U[+)-2(A[_í;)2 = Oa^L-1L"Ue + 'U-¿)25)= OU"2).

Reprenons la démonstration du Corollaire  (3.4): il suffit d'interpoler entre

le résultat  p0, p0 > 1, et le résultat  L    en utilisant la méthode de Stein sur les

familles analytiques d'opérateurs   [18], S,   étant défini pour des valeurs complexes

de  8.

:B+(+i

s[+(+iyf=iAl+(+'y)-1 X A\Af¿2¿iyslf,
k=o

,c,y2
donc supL|SL f lyf | < eC(V supL|5L/| puisque (voir [l])

L 2

sup|AL |       £ *tl*L_* y| <e

L k = 0

On en déduit que si  5 > (« - l)/2  et  pQ> 1,

si  §>0,

sup|s[+f7|

sup|^+¿7|

< A.   ecy

po

£^2^   II/Ü2-

Nous allons terminer ce paragraphe en montrant l'inégalité suivante pour les

moyennes de Cesàro, ine'galité qui est l'outil fondamental pour obtenir les

the'orèmes de multiplicateurs:

Théorème (3.6).  Sozi  p > 1   et 8 > (« - l)/2.  // existe une constante A

telle que pour toute suite de fonctions f,   et toute suite d'entiers  L,,

K'^M/
Supposons tout d'abord  S > (« - l)/2, cette inégalité découle, en vertu du

Théorème (3.1), des deux inégalités
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feww'Yl
x /    llp

ine'galité de Fefferman-Stein  [8] et

<\ {BUlf

fa** i/j)2)1| <\h:\fk\2Y\ /   \\p '
qui est une ine'galité bien connue due a Marcinkiewicz et Zygmund ([25, tome 2,

p. 224]).

Le cas  S = (n — l)/2 est un cas particulier du corollaire suivant:

Corollaire (3.7).  Soit 1 < p < 2.  Si 8 > in - l)[l/p - 1/2], les moyennes de

Cesàro d'ordre S satisfont a l'inégalité  ||(2|s[   f k\ 2fA \\    < A   ||(2|/J 2)H ||

quelles que soient les suites f,   et  L,.

Remarquons que

2 "*

\slH*iyfk\2 <eCfy i\A[«+iy\-l)ZAy<-l+'y\ \Sp:
k k .„   '       ¿

S'J2

en vertu de l'inégalité de Schwarz.

Si l'inégalité  ||(2J^/J2)^ \\p < Ap\\i2k\fk\2),/2 \\p est satisfaite pour

toutes les suites   L,   et /,, alors, en particulier,

L,

\k  k    ;=0    k      j

ï\
r

7=0

Zl^+iy|-1Z^I4_1+,'yll/*12
\k    k       ,_„      fe

2/1i      V   /2
<Ae e
-   P (WT

donc   »(ÏJS^^/J^II^A^'lKSI/J1)**!^.  En particulier, si  S>
in - 1 )/2 et p > 1, ou bien si  5 > 0  et p = 2,

(çi<v) <A V7*-    i> (Zl/,12)

Le Corollaire (3.7) s'en déduit par interpolation.

4.  Théorèmes de multiplicateurs. Soit / £ L  (2 ). On note P f la fonction
r                                       '                  n r '

P/ = 2>*/V'        0<r<l.
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P / est la convolée de la fonction  / avec le  "noyau de Poisson" sur  ln défini

par

pr(x) = Z '*z*(*) =
2

\rx-i\" + l

P   est une fonction positive, uniformément dans   L  (£„)• Soit g(f) la fonction de

Littlewood-Paley définie par

^-(r0(i-')|i(p/)|a*r
Il existe, si  p > 1, une constante A    telle que   ||g(/)|L < ^J|/|L et, si HQf =

¡xJdx = 0,   \\f\\p<Ap\\g(f)\\p (voir  [19, Chapitres 3 et 4], [5, p. 149])(7).

Les the'orèmes de multiplicateurs de'couleront de l'e'tude des fonctions de

Littlewood-Paley modifie'es suivantes: g g(/) = (2, \S, f—S,f\ L ) pour

lesquelles on a le théorème suivant:

Théorème (4.1). Soient p > 1 et 8 > 0 tels que, pour toute suite de fonctk

fh et toute suite d'entiers L,, ||(2|5^ ftf)* \\p < A,||(2|/J 2)* ||p. A/ors, pozzr

toute fonction f€L*an), WgAf)\\p<Ap\\f\\p et.siHJ-0,  ||/L < A  ||g5(/)||

La seconde inégalité est vraie sans restriction sur 8 puisqu'elle provient

de l'inégalité ponctuelle suivante:

Lemme(4.2). g(f)<C ■ gs(f).

En effet,

f p/=Z^-^/;
r)r

'ZW-AA

|Pr/=(l-r)»+1Í;(2:   W«.àlïà/Vr'-»
L=l\fe=0

puisque    £  ^M = Ü-r)-8-1
*

fe = 0

(7)  La fonction  g définie dans l'une ou l'autre de ces references est légèrement

différente: c'est (/¿r log r'l\d(Prf)/dr \2 dr)Vl. Du fait que r log r-1 et 1-r sont équiva-

lents au voisinage de 1, on montre aisément que si l'une de ces fonctions g  satisfait aux

inégalités   Lp il en est de même de l'autre.
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d-RÍ

dr    ''
<C(l-r)à+1   £ LAl\sl+lf-SbLf

L = l

8/irL_l

PJ <C2(l-r)2S+2( £ LAl\sl+1f-Slf\2rL-A (  £ LA
^L=l

8   L-V
, r

L = l

Comme  S~ = 1 LAbLrL~l = (S + l)(l - r)~ s" 2,

Sl\îPrf    (l-^r<C2/;(l-r)S+1 £   LAt\S^,-Slf\2r^dr
L = l

_1K8 + 1, _   c8,|2
<C2 £ L_1|S*+ /-S*/

puisque /¿(l-r)S + 1rL-1z/r=0(L-S-2)=0(L-2(A[)-1).

Plutôt que la première inégalité du Théorème  (4.1), nous allons démontrer le

théorème suivant, dont elle est un cas particulier:

Théorème   (4.3).   Soit v,   une suite de constantes positives telles que

suPl>i L   ll//_v, = M < oo  et soit

8+1; •S/|2,   -1.g*(/) =     ZK*fSlf\2L'lVL
\L = 1

Sous les hypothèses du Théorème (4.1), il existe une constante A    ne dépendant

pas de la suite v,   telle que, pour toute fonction f £ Li'(2n),   ||g°|C/)U    < MA   ||/||.

Le Théorème (4.3) a été démontré par Muckenhoupt et Stein  [17] dans le cas

5 = 0, et sa démonstration suit un schéma bien connu  (voir [25, Chapitre 15]).   Le

fait que  5^0 entraine certaines complications et nécessite la démonstration de

deux lemmes combinatoires:

Lemme (4.4).  Soit S > 0, zz,   une suite de nombres complexes,  s^ =

iASL)-1l¡'_0Al_lu[ et al = (Al)-lI^0Al_lrlur ¿ul-l/L<r<L   Alors s

peut s'écrire sous la forme

L-l
8        -L   8        f  „s     ~s

sL = r      aL +   ¿Z  al. Lal

1=0

avec a.   ,  = 0(1— r).

2~=0A*s[^L = (l-u/)-S-12~=0zzLu'L par définition des  s*. Donc
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a[sIwL = (l-w)-*-'i
L=0 Kf£/M(F)L.

A's'.   '    Ajr-'of'    Y     A¡A7l-lr->\
L     L l il *— k     1 1

1=0 \ \k+j = L-l /

Si  /= L, 2fe+.=L_/A^A-s-2r_7'= 1.

Si  Z=L-1,2.   .   ,    ,ÁfcSA7s-2r-' = Af+ A7s-2r-1 = (5+ l)(l-l/r).
k +; =L -1     k    j I 1

Nous allons montrer que, si 2 < M < L, 2M_nA^_ AT^V-' = 0(1 - r) ce qui

entrainera   le  lemme puisque     r~    <(l- 1/L)"    < e.  Mais  2._QAa=A^    , et

Ak r   - A^_  r        = r A £ ~   - (l - r)r       A?_ 1. Après une sommation par parties, on

obtient: 2MX   .AT^2rM^ = 2M nA «"f Ar«-"1^"'- H-r)lM~lABM   .    A~^lrM-'~\
7=0   M-j   j 7=0   AI-;     ; ;=0     M-j-1   7

Soit  k l'entier tel que  k-l<8+l<k.  Après  k sommations par parties, on

obtient des sommes de termes de la forme:

M-h

0-')*I A^.A-8-2^«-*-'-,      h = 0,l,..-,k,

7 = 0

dont nous allons montrer que chacune est   0(1 - r).

Soit d'abord h = 0: comme  M > 2,  S^A*"* A7 s"2+fe = A" 1 = 0.

Le terme étudié est donc égal a ^■=0A^~_k. A~s-2+fe(r   ~7 - l) qui est majoré

en module par A(l- r)2MJ¡lÍM- y) S-^+ly- S-2+fe = o(j_ r), Soit maintenant

b> 1: lM-hA^-kAh.AJf-2+k = Ah~\= OiMh~l). Donc
- ;=0      M-b-j   ; M—fc

M-/>
h    \*   A^-k+h   A " S—2+kM-h-j

7=0

< A (l-r^AI*-1 +(l-r);' + 1   ^ (M-¿-;)S-*+*+1rS"2+*

7=0

= 0(1 - r).

Lemme (4.5).   Soz'Z 5 > 0, u,   une suite de nombres complexes, s^ =

ÍaI)-11^_qaI_iU[i et °t = (Al)-1'Z'ï=0Al_lrlul, ou 0 < r < 1.  Alors o[  peut

s'écrire sous la forme:

"! = Z*/Sl*/S où  ZKl\ = o(D.
1=0 1=0

On montre comme dans le Lemme (4.4) que

At°i=íA>yL¿Ai-l-,A-*-2ri,
1=0 7=0
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si /= L, S}¿'A¡.Hii:«-V- 1, si /= L- 1, 2<;-0'A[_/_;A-s-V

(S + 1 )(1 - r). Soit M > 2, k-l <8<k.

M k M-h

Z ^_/-S-V= Z  <yi-r)V   Z ^-^A-S-2^r'.
7=0 h=o

Si ¿ = 0,

V A£-feA-S-2+^r'
L^     M-,    ,

7=0

Si \<h<k- 1,

< A (1 - r) £ (M - ; ) S-fe; - S- ! +fe = 0(1 - r).

;=0

(1 - r)brh

M-h

Z
;=0

V   Af-k+hA-b-2+kr>
t-^ M—} ;

M-i

< A(l - r)h + 1 Z  iM-h- ,■)»-*+*,-»-1+* + (1 _ r)fe(A1 _ è)*-l

7=0

Si h = k,

M-k M-k

7=0 y=i

Les termes de cette dernière somme étant tous positifs, elle est majorée par:

M-k

iM-k)S ¿Z  ¿J %-2-kir> - 1) = (M - k)\\ - r)6 + l~k.

7-1

En conclusion:

,m-(9°'
nf(fe— 1, L-/)

Z (l-r)*+1(L-./-i)*
A = 0

(1 _ r)kiL - l - k)k- l + il- r)à+i(L -l-k)8+L

<A

k-l

£  lhil-r)h + l+lB(l-r)b + l

h=0

puisque il/L) (L - l - k) < /       .   On en déduit immédiatement que

2|^L| = 0(1).

Le lemme suivant est une conséquence du Lemme (4.5) et est   bien connu

dans le cas où S = 0 [25, Chapitre 15].

Lemme (4.6).  Soz'z  r,   une suite de nombres compris entre  0  et  1,  8,   une

suite de so us-intervalle s de  [r,, l[.   Soz¿s les hypotheses duThéoreme (4.1), il
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existe une constante  A     indépendante des suites r,   et 5,   telle que, pour toute

suite de fonctions f,   et toute suite d'entiers  L,,

|(s<v<|2)ll^|(£¿V^^)
Il suffit de montrer que, pour toutes suites  /,   et   L, ,

l'inégalité précédente s'en déduisant en approchant l'intégrale par des sommes de

Riemann.  Mais

\<pjk\2<AT.\hlL Iisf/J2,

^SlPjk\2
'k 'k ï\ z z K

*     /=0

<-KZl/J2

Revenons a la démonstration du Théorème  (4.3).  On peut toujours supposer

que  L <2,    .ja 5 2L.  En effet, si on a démontré le théorème dans ce cas, on

l'aura démontré pour v, = 1, puis pour M < 1, la suite v, + 1 satisfaisant alors

a cette condition, et donc pour toute suite  v^.

Posons p. = 1, pL = 1 + 2|'=~1ia si  L > 1,  rL = 1 - l/pL- rL  satisfait aux

hypothèses du Lemme  (4.4). Or, si fL = P   /,

s[+1i-Slf-L-HAl)-'lZ  kAl_kHkf,
k=o

L
+ 1 -l(& 8n_1 S      .k

r/L-^L^-H^)-1!   kAl_krlHkf,
k = 0

si bien que, en vertu du Lemme (4.4) et de l'inégalité de Schwarz,

L+V-^/|2

Montrons tout d'abord que

• 8+L
L-l

Ml <=i '

¿ZL-'\SbL + ifL-SbLfL\2vL

,L = 1

-8+1, rS,     ^   ,-lcS,

<MW>IL'

Sl     IL - Vl "" l~lsföPr   ¡Ior), donc, en vertu du Lemme (4.6),

T.L-^llL-SlfL\\L < A. (yv±     i      /L+i|iP/|2^

X^L^'r-17 J I* I       /X     L     rL+l     TLJ'L '
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Pour obtenir l'inégalité cherchée, il suffit de remarquer que rL   ,-r,= u./p.p.

et  1/p
L+l

= 1 rL+i < l~r> si  re[rL, rL+A.  De même:

(Z^ LZ/2/L2|5f+1/L-^/L|2J
\ L   PL   1=1 !

fe¿l¿V»_L_;'
\L   V-Í    1=1 rL + l-rLJr

< A.

< A.

L

'-Pi

dr    r'
dr

(zL-i^iir
\   L /*L     J'L

i-p/

2 \*

(1 - rWr <AJ|g(/)|L

puisque fiL+1//xL< 2.

Théorème (4.7).   Sozzs /es hypotheses du Théorème (A. 1), et sous l'hypothèse

supplémentaire que  8 est entier, si la suite p.  satisfait aux conditions:

(A0)  sup;. |zxy| < M< oo,

(Ak) supjV^-Ul2'^1 \Aku¡\ < M < °°, avec k = 8+ 1,

alors p.  définit un multiplicateur zonal de  Lp(2 ): il existe une constante A   ne

dépendant pas de  Al  telle que, pour toute fonction f £ Lp(2 ),  ||2°°_0/z.W ./||    <

Posons  F = 2°°   /x.//./.   Il suffit de montrer que

g,(F)<A(Z\SÍ+lf-Slf\2,LL-'f,

ou v.   est une suite convenable.  On peut toujours supposer M = 1.  La démonstra-

tion repose sur le lemme suivant:

Lemme (4.8).  Sozi 8 un entier positif ou nul, u,   une suite de nombres com-

plexes, sl = (Al)-lZ);=0Al_lu[,  tI = (aI)-^\=qaI_1p1u1, la suite p[ étant

supposée satisfaire les conditions (AQ)  et (Ag + i) avec Al = 1.   Alors tl  peut

s'écrire sous la forme:  ^ = pLs] +2^ cf  Lsf, avec c[ L = 0(^Ak-l\lS.kpl |).

Remarquons tout d'abord que l'hypothèse sur p. entraine que

L

ik\\kZ /fe|AV,| = Oil),-t= 0,1,2, ... ,8 + 1.

t=o

Za[7^l = (i-i*)-s-1Z,x,A = (1-"')~8~1 Za^^^Oa^;

8+1

Z
k = 0

8+1
AS + VX)=   ZA^S-2AVS + 1-V+fe= £ A-S-2AVX+fe(l-t.) 8 + l-fe

k = 0
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L

fe+;=L-/;fesS+l '

1k+i=L-lA~kS~2A-~1^l'l=h si / = L.  Si /<L-1,

8 + 1

Z A-^Aj-^zx,
fe+7 = L-/;fes8 + l

<A 53 iL-l)k-1\Akn[\
fe=l

Donc   k/SL|</l/5L-52^+11(L-/)fe-1|AV/l<A2^¡/ít-1|AV/|.

Revenons a   la démonstration du the'oreme.

I*S(F)!2<   Z\st + 1f-Slf\2L-l+A Zl^z'i^V-^/IVJ

<   Zl^+V-^/|2L-l+A(Z|^ + 1/-^/|2y)

avec  ja = 2¿*t /*|A*fiz |, du fait que  S|l~1/|c/  L| = O(L), et de la majoration sur

cl. f

Théorème (4.9).  (1) Soit p.. une suite satisfaisant aux conditions:

(A0)   sup. \p.\ < M < OO,

(A,)sup,;.2^-1'22;2+;|AV/|<M<oo,

avec & = (rz + l)/2 si n est impair, k = (n + 2)/2 si n est pair.   La suite  p.

définit un multiplicateur de   Lp(2  )  pour tout p>l, dont la norme est bornée par MA ,

où A     ne dépend pas de  p..

(2) Soit  p. une suite satisfaisant aux conditions  (AQ) et (A,), ozî 2<k<

(rz + l)/2.  Elle définit un multiplicateur de   LpHn) pour   \l/p - l/2| < ik - l)/(« - l).

C'est une conséquence imme'diate du Théorème (4.7), du Théorème (3-6) et

du Corollaire  (3.7). En (1) est exprimée la condition suffisante de ce type la plus

faible pour que  p   soit un multiplicateur, comme le montre la considération des

moyennes de Cesàro (autrement dit la condition  (A, ) ne peut être remplacée par

(Ajfe_1)).  Ce n'est sûrement pas le cas pour (2) (voir §5).

Remarque.  Le Théorème (4.1) permet également d'énoncer des conditions

suffisantes de type Ho'rmander pour que  p. soit un multiplicateur, et de généraliser

ainsi les résultats de  [3] à 2 : en effet, en interpolant suivant une ide'e d'Igari

et Kuratsubo [l4] entre les deux résultats:

k{n-i)/2«\<ApWf\\p  ■**>».

Il«8(/)||2   <<SII/II2    si 8>-V2>
on obtient que
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\\8¿f)\\p<Ap\\f\\p    si  |l/p-l/2|<(25 + l)/2«.

En utilisant le Lemme (4.8) on en déduit le théorème suivant:

Théorème (4.10).  Soit p. une suite satisfaisant aux conditions suivantes:

(B0)  sup|w.| <oo,

(B.) sup2'(2*-1)22' + 1|AV-|2<~-
k. 2t ¡

Alors p. définit un multiplicateur de  Lp(2 ) pour les valeurs de  p   supérieures

à 1 telles que   \ 1/p - l/2| < (2k - l)/2« (k > l).

Sauf lorsque k > (n + l)/2, les conditions des Théorèmes (4.9) et (4.10) ne

sont pas comparables.  Remarquons toutefois que (AQ) et (A,) entraînent (B,    ,).

Le théorème de passage de 2 à R" permet de déduire immédiatement des

théorèmes (4.9) et (4.10) leurs analogues sur R".

Théorème (4.11).  Soit k un entier supérieur ou égal a 1, m une fonction

bornée sur R    de classe  (_ , qui satisfait a la condition:

.2/+i
sup  f       \m(k)(x)\dx<A2->(k-U

La fonction m définit un multiplicateur radial de LP(R") pour 11/p - 1/21 <

(k - l)/(n - l), p > 1.

Théorème (4.12).  Soit  k un entier supérieur ou égal a 1, m une fonction

bornée sur  R    de classe   Ç , qui satisfait a la condition:

sup f2'+   \m(k)(x)\2dx<A2-^2k-l).

'        2'

La fonction m définit un multiplicateur radial de LP(R") pour  \l/p - 1/21 <

(2k - l)/2n.

En effet, les suites me., définies par m. = m(el), satisfont uniformément aux

hypothèses des Théorèmes  (4.9) et (4.10) respectivement: il suffit de remarquer

que   |A*m*| < ek~ *fe(l+k)\m(k)ix)\dx.   Le Théorème (4.12), dans le cas où k - 1,

est dû à Igari et Kuratsubo [14].

5.  Etude des sommes de Cesàro en dessous de l'indice critique (« > 2). Il

est bien connu que si 8 > (« - l)/2, alors les sommes de Cesàro d'indice 8 sont

uniformément bornées dans Lp(2 ) il<p < + °°), et par suite S ¡j —►/ dans  Lp

(l< p <+ oo). Si maintenant 8 < (n - l)/2, on ne peut plus espérer un résultat

positif pour tout indice p.   En effet:

Théorème (5.1).   (i) Soit  8 = 0; il existe, pour tout p 4 2, une fonction

/eLp(2 ), telle que  S°Lf ne converge pas dans  Lp(2n).

(ii) Soit  0<8 <in - l)/2; il existe, pour tout p,  1 < p ■< 2n/(n +1 + 25)   ou
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p > 2n/(n - 1- 28), une fonction f £ L^(2 ), telle que S ,f ne converge pas dans

LpilJ.

En effet, la convergence dans Lp de (^l/)l>0 pour toute f £ Lp est équi-

valente au fait que les opérateurs  (SL)L>0  sont uniformément bornés dans Lp.  Le

théorème résulte alors du Théorème   (1.1)  et des résultats correspondants pour

R" (voir [7], [21]).  Remarquons d'ailleurs que seul le résultat (i) est réellement

nouveau; en effet, pour (ii) on peut trouver une fonction zonale /, telle que S, f

ne converge pas dans  L^(2 ) [l].

Ces résultats amènent a la conjecture naturelle que dans l'intervalle com-

plémentaire en p, les sommes de Cesàro sont uniformément bornées. Nous mon-

trons ici l'analogue du résultat de Fefferman pour R" (voir [6]), id est la réponse

à la conjecture précédente est positive si 8 > in - l)/4.

Théorème (5.2).  Sozi  8, (rz - l)/4 <8<(n - l)/2; pour tout p, 2n/(n+l + 28)

<p < 2n/in - 1- 28), il existe une constante A    telle que   \\S, f \\    <A   11/Il   .
L p I II        ¡_.l      II p    - p1'1     " p

La démonstration repose sur un lemme, analogue du lemme de restriction de [6].

Lemme (5.3).  Sozi p,l<p < 4n/iyi + l); alors ||//fc/||2<C • kn{xfp-{-n^)/2n)\\f\\p.

Remarque.   On peut, a priori, penser a interpoler entre les deux inégalités

\\Hkt\\2<C\\f\\2    et     l!Hfe/ll2<C-|lZ*ll2'H/lll>

notant que   ||Zfc||2 = 0(k(n~ ).  Mais l'inégalité obtenue est plus mauvaise que

celle du lemme.

Démonstration.   \\H J || \ = ^iH J)iOjW)doiO < ||/ ||p • ||Zfc * / \\p, <

11/II/, ' 11/ lUI^-JL' ou l/p'= I/p + I/? _ 1 d'après les inégalités de Holder et de
Young.  Notons que  q = p /2 > 2n/(n - l) = 2 + 1/À.   Estimons maintenant   \\Z   ||   ;

rappelons que     Z^ = ((k + À)/À)P^, et que  P£  satisfait aux estimations suivantes

(voir [22, p. 170]).

,C . d~xkx-1    si  l/k<0< s/2,
|P*(cos 0)| <

(k2*-1 si O<0<l/A.
De sorte que

f    |Zfc(f)|«rfo(£) = 0(*«)J* |P*(cos 0)|*(sin 6)n dd
n

= oik^)(fJk k^-^e2Xdd + f^h^-^e-^d^dd)

= Oik2Xq-2X~l),    puisque  \q > 2k + 1.

D'où IIZ.II    <C . k2n(l/p-(" + 1)/2n)

Cela ¿tant, soit donc  <5,   (n - l)/4 < 8 < (n - l)/2, et posons   pQ = 4n/{$n + l),
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pj = 2n/(n + 1 + 2f5), de sorte que ps < p0; soit donc  p, p$< p < p0; nous devons

montrer que   \\s[ f \\p < Ap\\f \\p.

On va d'abord retrancher à SL une partie re'gulière; pour ceci soit 6 une

fonction de classe  Cx sur R, satisfaisant

(i) O<0<1,

(ii) 6= 0 si r < 2/3 ou si t > 2,

(iii) 0=1  si 3/4 < i < 1.

Si  <p est une fonction zonale sur  2 , nous noterons dans ce paragraphe (f>ik)

ses  "coefficients de Fourier", id est  <p = 2Q   </>(/t)Z,.  En particulier s.  =

2Q sL(k)Zk, avec s^U) = A^JAu  On décompose alors s,   à  l'aide de  8 en

posant  s L = s L + s L, où s L(k) = 8(k/L)s Lik); de sorte que   S L = S,   + S,, où S '

contient la singularité'véritable de  SL et SL n'est qu'un terme trivial; montrons

en effet que   ||^L/|L S C ' 11/IL-  Pour ceci on e'value les diffe'rences successives

de s^ik), et on va voir que le théorème de multiplicateurs (4.9) fournit le résultat

avec une constante uniforme; en effet

(i)  \AT8ik/L)\<C . L~T,

(ii)  |Asa[_J/a[ < C ■ L~s, dès lors que  L- k> L/A.

(i) re'sulte de la formule des accroissements finis, et (ii) de la formule

AsA[_k = T(L - A + 5 + 1 - q)/T(L -k + l)Ti8 - q + 1)
si  8 - q + 1  n est pas un entier négatif,

= 0    sinon,

qui se de'montre par récurrence.

La formule de Leibniz montre alors que   |AmsL(/«)| < C/km.

Venons-en  à l'estimation de   ||SL / |L.  Fixons   L, et soit / le premier entier

positif tel que 2^/L > 77. Choisissons maintenant des fonctions  i<p. )0<-   ?,

telles que

(i)  (p.   est zonale,  0<</>.<l,

(ii)  2^ = 1,
(iii) le support de  </>„   est contenu dans la boule  B(l, 2/L), le support de

</>;L est contenu dans la  "calotte"  IÇ \2'~1/L < dû, Ç) <2i+1/L\.

(iv) </>.   est de classe  C°°, et pour tout ope'rateur diffe'rentiel D de degré

Al, \D<p. | < C(27/L)_   , où la constante  C ne dépend ni de  /', ni de   L.

Cette partition de l'unité' permet de de'composer s L en  2 s'L, où s'L =

çS. • sL. On va montrer que   ||s7L * / ||    < C • 2~i;||/||  , avec un nombre  e > 0,

dont la valeur sera précisée en cours de démonstration.  Fixons maintenant

7 (0 S I — J)' et construisons par re'currence un recouvrement de   2    par des

boules  B(f., 2'/L), telles que  d(¿;., rf.,) > 2'/L dès que  i 4 i'. Remarquons

tout de suite que ces boules  (ainsi que les boules de rayon, disons, triple) sont

/V-disjointes (en ce sens que l'intersection de plus de N boules distinctes est vide),
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où N ne de'pend que de la dimension  n (ce résultat tient à la nature homogène

de l'espace  2 , au sens de  [5])

Soit maintenant  (t/z) une partition de l'unité subordonnée à ce recouvrement,

et / = 2^./= 2/. la de'composition correspondante de /. Alors

\\sy H* = ¡\ Z4 * /, *(£)# < n*-1 Z fK * UM)*.'    i i
puisque  s1.   * /. a son support dans la boule  B(<f., 3 • 2J/L). On voit alors

facilement qu'il suffit de démontrer que   \\sJL * /1|    < C • 2_i,||/||    lorsque / a

son support contenu dans une boule de rayon 2J/L.  On peut toujours supposer

que cette boule est centrée au pole nord, puisque  S1,   commute aux rotations.

Mais alors  s1.   * f a son support dans la boule  B(3 • 2J/L), et par suite ll^/H   <

C • (2VL)"(1/p-1/2)||S'L/||2.  Par suite, tout revient à montrer que   \\S'Lf\\2 <

C.(2>/L)-""'P-1/2h-*\\f\\p. Or   ||5'L/||2 = 20+^1U)|2||W,/II^<

(20+oo|s\U)|2¿2r)||/||¿, grace au Lemme (5.3), avec y= n(l/p - (n + l)/2«);

notons que  y<(«-l)/2. Majorons d'abord  2Q   3|s7,(/e)| k  "; c'est en fait

encore un terme trivial. Rappelons que  s1.  = <p. ■ s,, de sorte qu'avec des nota-

tions évidentes,  s7.  = (2s,'(ra)Z   ) . (2¿.(/)Z,); mais  Z   Z.= 2ÍÍ"2   , ak   Z     où
i- L. m ' 7 Z ml | l — m |    m, l    k1

ak       c T(zfe + lWig + 2A)T(g - / + A)r(g - m + \)Fig -k + K)
am'l~   X ' im + X)il + \)TVt + 2À)Hg + A + DTXg - l + DlXg - m + l)T(g - k + 1)   '

avec  2g = / + m + k, la sommation étant faite pour les indices  k ayant même

parité que  l + m (voir [23, p. 504], où la formule pour  cl    ¡ est donnée avec une

le'gère erreur). On de'duit que  sJL(k) = 2,,_   \<k<¡     a    ¡sL(m)<p.il). On peut

toujours supposer m > 2L/3, grâce au découpage de S,   en S,  + S,   effectué au

début, et l'on s'intéresse aux valeurs de  k < L/3. A partir de ces conditions, on

estime les quantités g, g - l, ■ ■ ■ , et on montre que   a*  , < C^l/kL    .  Pat suite

|s'L(*)| <C - L2X2*^3|^y(Z)|.   Il  reste  à  estimer la norme   Z1  de  la  trans-

formée de Fourier de </>-, qui est une fonction très re'gulière; on utilise le

Laplacien  A sur  2 , dont on sait que  Z. est une fonction propre avec une valeur

propre en  0(1 ).  Pat suite

4L/3 /+00 \H / +00 \V2

Z l0/z)|<c(Zl^.(z)|2z4*,z»-1) (Z'-4M'-("-1))
L/3 \0 /     \L/3 /

<(~ , -2M-n/2 + l(f^A^AOdoi^yL-

ou AI est un entier suffisamment grand, qu'on choisira dans un instant. Mais, par

hypothèse   \AM<p.\ < CiV/L)-m, d'après la propriété (iv).
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D'où finalement   \£'L(k)\ < CL2i2'/L)-2Mi2'/L)n/2L-2M-"/2+i < C . 2'^^-M\

et finalement   2¿-/3|s^U)|2¿2r < C . L2y+1 . 2><"/2-2M); or  2y + 1 = 2«(l/p-l/2);

il ne reste plus qu'à choisir M tel que  re/2 - 2M < - 2n(\/p - 1/2) - e. Abordons

maintenant la partie réellement significative du problème

+oo +oo

Z \s>Lik)\2i2y<c . L27'-("-1)ZklU)l2l|zjl2
L/3 0

<c.L2y-<„-l)J-     \siL(£)\2da(a
n

On utilise les majorations du  §2, de sorte que

f     \s{(0\2da(0<  Ç^ L2X-2b\d\-2X-2*-2\6\2Xd8
J*„ ~ J 2('_1)/L

L2X-28/£_\-2S_1 = c   .L2A+1(2;)-2S-1.m
pour / = 0, / - 1, /, on doit utiliser les autres inégalités S^, mais la majoration

obtenue est identique.  En définitive, 2^3|s'L(/)|2/2r < C . L2r + 1(27')- 2 S_  .

Notant alors que  p > p¡ entraine y < 5, on pose S = y + e, et la majoration

devient  2^ |s~'L(/)|2/2y < C . (2 VU" 2( 1/p" 1/2) -2-2'e. D'où la majoration

cherchée.

6.  Polynômes ultrasphériques.  Considérons l'intervalle   [0, n] muni de la

distance induite de celle de  R, et, sur  [0, n], la mesure  dm nid) = (sin 0)^dd,

ou ß est un nombre re'el supérieur a  —1.  Il est aise'de montrer que   ma satisfait

à la propriété d'homogénéité':  mo(S(d, r)) < Am o(S(6, r/2)), S(6, r) de'signant ici

l'ensemble   \<p £ [0, n];   \d - <p\ < r).

La fonction maximale  Mgf de  f relativement à la mesure  m« est de'finie

par:

En vertu du théorème de  Fefferman-Stein  [8], quels que soient  r > 1 et p > 1, il

existe une constante  A      telle que:

IKçivjO'IU^^Ksw'riU^
pour toute suite de fonctions / .

Soit maintenant À un nombre positif fixé une fois pour toutes. Dans la suite

M désignera   M2X,   ||/ ||     la norme de  / dans   Lp(dm2X). Soit  1 < p < 2,   p' l'expo-

sant conjugue', cl £ ]-(2À + l)/p, (2À + 1 )/p [. On notera encore   ||/ || la norme

de /(0)(sin 6)a dans   Lp(dm2)).

Soit alors  q < p tel que   a e ]- (2À + 1 )/q, (2A + 1 )/q'[. Il existe une
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constante A telle que, pour toute fonction  f £ Lpidm  Ù+2A,  Al/< A (AI     +2\f>      ,

en effet

m2XiSi8

--- (L        l/W|«sin°«*!V<Z0)1/,<1(M  „.j,'''"*

<  -
mnASi8

< -
im

2

en vertu de l'inégalité élémentaire:

(/«*„«■ ^""^'''(O» *>-'*» ■**)"*' <*/„.„-.»**
Appliquons alors le théorème de Fefferman-Stein avec  r = 2/t/, p = p/q: on

obtient:

Lemme (6.1).  Soit 1 < p < ~,  a e ]- (2A + l)/p, (2A + l)/p'[. // exz'sre une

constante Ap   a telle que, pour toute suite de fonctions f , ||(2|M/  |   )   |L      <

\. JWntiX. a

Soit  / une fonction de   L  idm2X). Les  fonctions  PHcos 8) formant un

système orthogonal complet sur  [0, 77] muni de la mesure  dm2^, f possède un

développement: fi8) ~ Szz PA(cos 8). Les moyennes de Cesàro d'ordre 8 de f

sont définies par

L

slfi8)=iASL)~l   £ A J_/fl/ Pecoso),
0

ou encore par

S[fi8)= fóticos 8, cos cf>)ficp)dm2Xi<p)

où s[(cos 0,cos cp) = iABL)-lï'f=0Al_l\\p)\\22p)icos 8)P)icos </>). En vertu de

la formule d'addition

P*(cos 0)P*(cos </>) = cxJV;(cos ^P^.Dsin^-^ziu;

où c^     = f^sin     "  wdw et cos ii = cos 8 cos çS + cos z¿< sin 8 sin 0,

sL(cos 0, eos </>) = c   I   sL(cos íí)sin w dw,

où s£(cos 0) = (AÍ)-12;L=0A[_/||P^2Pyvl)P^cos 8) est le noyau de Cesàro

e'tudie'dans les paragraphes 2 et 3.  Rappelons les majorations obtenues: si

trucos 0) = s[(cos 8)X[07T/2]i8), r[(cos 0) = s£(cos 0) - a[(cos 0),
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|a[(cos0)|<AL*-5(L-2 + |0|2)-(x-S-l>/2    si 8<A + 1;

|aL(cos 0)| <AL~Hl-2 + loi2)"*'1     si  8>A + 1;

|r£(cos 0)| <A|77-0r2x + s    si 8<2A;

\rUcos 0)| <A    si 8>2A.

Posons

ct£(cos 0, cos </>) = cA ffL(cos ü)sin2A~1wdw;

r[(cos 0,cos <f>) = cx f^l (cos 0)sin2A ~lw dw.

Lemme (6.2).   Il existe une constante  A   indépendante de  L  telle que

(i)  |a*(cos 0, cos <f>)\ <AL*-\L~2 + |0 - <f,\ 2)~(x~ 5~ 1)/2 si 8<À+1;

'(ii)  |zj£(cos 0, cos <f>)\ <AL~xiL-2 + \d-<p\2)-x-1 si 8>A + 1;

(iii)  |ff¿(cos 0,cos <p)\<ALx-KL-2 + \8-<p\2)(x-*-1)/2(sin 0)-x(sin cp)'x

si  A- 1<8< A + l;

(iv)  |cr[(cos 0,cos <f>)\ <AL~liL~2 + |0 - 0|2)~'(sin 0)_X(sin </>)~X  si

5> A + l;

(v)   ]r£(cos 0, cos <f>)\ <A\n- 6 - cf>\-2X + s si S < 2A;

(vi)  |r[(cos 0, cos <p)\ < A si S > 2A.

Nous allons donner la démonstration de (i) et (iii). Les majorations (ii) et

(iv) sont des cas particuliers des majorations (i) et (iii), les majorations (v) et

(vi)  s'obtiennent de la même maniere.

Soit donc  8 < A + 1.  02 > 4 sin2iî/2 = 2(1 - cos fl), donc

ff^cos fi)<ALA-s(L-2 + l -cos fl)(-A-8-l)/2

<ALA-s(L-2 + l - cos (0 -(/>) + (1 - cos w)sin 0sin ^)("x~ 8- D/2

<ALx~HL-2 + |0-</,|2+^2sin0sin</))(-A-s-1)/2

puisque  0 < mz/2 < tt/2, 0 < |0 - <f>\/2 < n/2.

alicos9,coscP)=cxf7ro/2 ... + cxfl/2... = ll+lr

1,<ALX- If"'2 (L"2 + |0 - <p\2 + w2sin 0sin <p)(~X- ̂^/2w2x~Uw

= ALX~ Ksin 6)-x(sin cp)-xiL~2 + |0 - <p\2)(x~ *~l)/2

■ fTa + w2){-x-s-l)/2w2x-idw

,  _     n I   sin 0 sin $     \
ou T = — [ -)

2 \l-2 + |0-<D|2/
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Lorsque  8> A- 1, /~(1 + w2)l~ A" s" 1)/2^2X" X dw < oo, d'où la majoration de

type  (iii) pour Ij. D'autre part  fi (1 + w2)(~ x~ «" ^/2w2x~ l dw < AT2X, d'où la

majoration de type (i) pour I,.  L'intégrale  I2 se traite de manière analogue.

Lemme (6.3).  Soit 8 > A.   // existe une constante A, indépendante de f, telle

que supL|5^/(0)| < A(Al/(0) + Mfin - 8)).

Nous allons montrer que   |/gaL(cos 0, cos <p)fi<p)d<p\ < AMfid), tandis que

\firlicos 8, cos (p)fi<p)d<p\ < AMfin - 0).  Posons

fie+h\f(<p)\dm2X(cp)
Al*/(0)=        sup -Wh-—•

h*0;0&e+h¿n fg     dm2A<p)

Un calcul élémentaire permet de montrer que  M*/ est, aune constante indépendante

de / près, majorée par M/.  Or, pour montrer l'inégalité  |/gCrL(cos 0, cos (p)f(<p)d(f>\

< Am*f(8), il suffit de montrer l'existence d'une fonction positive kL((p) qui

majore  a, (cos 8, cos (p), soit croissante dans   [0, 0[, décroissante dans  ]0, 77],

et telle que

¿L(0)<A(Vsin2V^)_1.       /feL(77)<A^sin2V^)_1,

j kL(<p)sin2X(pd(p < A,

comme le montre une intégration par parties élémentaire, semblable a celle qui a

été faite dans le   §3. Supposons  8 < A + 1,  0 < 77/2, le cas général s'en dédui-

sant immédiatement. Si 0 < 2/L, on peut prendre kL(<p) = AL^^L'2 + |0-c/>|2)(-A-s-1)/2.

Si 0 > 2/L, on peut prendre

*L(cS) = ALA-S(L-2 + |0-</»|2)U-s-1)/2(sin0)-2X    si  0/2 < <f> < 38/2,

kL(<p) = A'LX-S\8 _</,|-a-S-1    sinon.

L'inégalité'  |J"q7l(cos 0, cos <p)f (<p)d<p\ < AM*f(n- 0) s'obtient de manière

plus e'ie'mentaire encore.

Théorème (6.4).  Soit S > 0.  Si  p > 1 et si   \l/p - 1/2 | < (8 + V2)/(2X + 1), il

telle que, pour toute fonction f £ Lp(dm2A, ||sup, |^,/| ||

mes conditi

convergent vers f presque partout.

existe une constante A     telle que, pour toute fonction f £ Lp(dm7A, ||sup, |^r /1

- ^ a H/IL" ^°"s les mêmes conditions, les moyennes de Ceshro d'ordre 8 de f

Lorsque ¿> = 0, ce résultat est dû à Gilbert  [10]. Lorsque  8 > A, il est con-

séquence du Lemme (6.3).  Le résultat intermédiaire s'obtient par interpolation,

de la même manière que le Corollaire    (3.4).

Théorème (6.5). Soit S>0, p > 1. Si - (2A + 1 )/p + sup (0, A - 8) < a <

(2A + l)/p - sup (O, A - 8) il existe une constante A telle que, pour toute

suite de fonctions f, £ Lpidm2A) et tout choix d'indices  L,,
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ji(r^/jr'iL<vi(£i/ti!yP. a.

Lorsque 8 = 0, ce résultat est dû à Muckenhoupt et Stein  [17]. Lorsque

S > A, il résulte des Lemmes  (6.1) et (6.3)-  Les cas intermédiaires sont obtenus

en interpolant entre les espaces de fonctions

Lpa  idm2X) = \f; fi8)sina° 6 £ Lpidm2X)\,       i- 2A + l)/p < aQ < (2A + l)/p',

et

Lpa (dm2X)=\f; f (6)sin   l 6 £ Lp(dm2X)\,       (- 2A + l)/p + A < c^ < (2A + l)/p'- A,

par la méthode des familles analytiques d'opérateurs: on sait que, si 5 > A,

m   ."KwriL,(Zl^/J2)1

(z\si"'ik¡2y

< A„     e
p<a0~     pa0

< A       e

P.   CL     -        P°-l
\P.    CL.

5>0.

Il suffit alors d'utiliser le fait bien connu que l'interpole' iLp   (dm1A, Lp   (dm-.A)a,

au sens de Calderón, est  Lpa   o + a n_0)idm2X).

Théorème  (6.6).   Soit  p > 1, k un entier supérieur ou égal al.   Si la suite

p    satisfait aux conditions:

(A0) supl/zj <M,

(A,)sup2^-""22="2+n1|A\|<M,

alors, il existe une constante A^     , indépendante de  a    telle que   pour touteP,  a' r rn i      '  f

fonction  2 anPx(cos 6) £ Lpa(dm2 A, ou:

- (2A + l)/p + sup (0, A - k + 1) < a < (2A + l)/p' - sup (0, A - k + 1)

Zp a  PMcos 0)
rn   n    n

< MA.,
p,  a — P,  a' 'P. a-

Lorsque   k = 1, ce théorème est dû à Muckenhoupt et Stein   [17].  Lorsque

k < A + 1, il a été démontré par une me'thode entièrement différente dans   [2].

Dans tous les cas, c'est une conséquence des inégalités:

\\m\p.a<Ap\\fWp.a        11/11,. a <VKI + 11^11,,^
oug(/) = (/¿(l-r)|<9Pr(/)/<9r|2¿r)^ et   PJ (8) = la^" Px(cos 6),  (voir   [17]), du

Théorème (6.5), et du Théorème (4.7), ou du moins de sa transposition dans le

cadre des polynômes ultrasphériques.

7.  Généralisations diverses du théorème de multiplicateurs (4.9).  Nous

avons déjà signalé dans   l'introduction  que la méthode utilisée au   §4 se géné-

ralise  à bien  d'autres situations des lors que l'on sait pour quelles valeurs de

5 une inégalité du type:

\&siL\AX^>lw)'
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est réalisée.  C'est le cas, en particulier, non seulement pour les sphères, mais

pour tous les espaces symétriques compacts de rang 1.

La liste exhaustive des espaces symétriques compacts de rang 1 est donnée

dans   [9]. Ce sont  2^ = SO(n + l)/S0(n),  Pn(R) = SO(n + l)/0(n),  Pn(C) =

SU(l + D/S(U(l) x U(î)) (avec  Z = n/2 > 2), P ¿H) =. Sp(l + 1)/Sp(l) x Spil) (avec

/= «/4 >2), P16 = F4(_52)/50(9). Soit M = G/K un de ces espaces, 1 = eK

(e élément neutre de  G). Les géodesiques ont toutes même longueur, que nous

poserons e'gale à 2D, et les fonctions zonales peuvent entre identifiées a des

fonctions sur  [0, D]. L'application exponentielle au pole 1 permet de définir un

système de coordonnées polaires sur Al,  (0, u), avec  0 < 0 < D qui représente la

distance à 1, et  u £ 2 La mesure invariante sur Al est donnée par

sinpA0 s'mq2X8d8du, a une constante près, p, q et A étant égaux à:

P(R) P(C) P(H)
16

«-2 «-4

«-1

77/2D 77/4D 77/2 D 77/2D 77/2 D

Posons   a = (p + q - l)/2,  ß = iq - l)/2.  L'opérateur de Laplace -Be ltrami sur Al

admet pour valeurs propres  kik + a + ß + 1), où k = 0, 1, 2, • • • sauf lorsque

M = P  (R), où les seules valeurs admises pour  k sont  k = 0, 2, 4, • • ■ , et les

fonctions propres zonales sont, à une constante près, P?' " (cos 2A0).

Considérons tout d'abord le cas où M n'est pas  P (R). Appelons H,   le

sous-espace propre relatif à la valeur propre  kik + a + ß + 1), H,f la projection

de  / sur K,.   La moyenne de Cesàro  SLf est définie par

1 = 0

et, comme dans le cas de   2  , est donnée par la convolution avec la fonction

z ona le :

L

(cosf)=(A¿)-^I:A«_/||P^||J2P^(l)P^(coS^).

Les majorations obtenues au  §2:

Isleos 0)| <AL2a+2,

|s[(cos 0)|<ALa+^"S|0|"a~S_3/2,

|s£(cos 0)| <ALa+ß+1~

|s[(cos 0)| <ALa+H"s|;

77/L < 0 < 77/2,

77/2 < 0 < 77,

?ri/2,   77/2<0<77-77/L,
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lorsque   S < a + 3/2,  permettent, là encore,  d'obtenir  la  majoration  (pour

S> a + l/2)(8):

sup |S[/I <AMf + K* l/l,
L

avec   K £ L  (M). Les analogues du Théorème (3.6) et du Corollaire (3.7) s'en

déduisent immédiatement.

D'autre part, l'intégrale de Poisson de /,   P f = Srf/,/ est donne'e, la

encore, par la convolution avec le noyau de Poisson:

Il résulte de   [22] que   P    est positif, donc de norme 1 dans   L  (M), et donc que

P   définit un semi-groupe satisfaisant aux propriétés requises pour l'existence

d'inégalités   Lp pour la fonction de Paley-Littlewood correspondante   [19]: si

g(/) = (/¿(l-r)|0(Pr/)/«9r|2^,    \\gif)\\p<Ap\\f\\p   et, si  H0/ = 0,   ||/||p<

A   ||g(/)||  . On obtient ainsi l'analogue du théorème de multiplicateurs (4.9).

Conside'rons maintenant le cas où M est  P  (R): H,  désignera le sous-espace

propre relatif à la valeur propre  2k{2k + a + ß + 1), et plutôt que les moyennes de

Cesàro, nous définirons:

L

aL/=.(A2SL)-1Z'42L-2/V-
/=o

a.f est donne" par la convolution avec la fonction zonale:

^(C0SÍít) ■ ï [S2L(cos!d) + S2L (cosfe(2D - e)))]'

d'où la majoration

8/           Z70\
CT,   ICOS - I

L\      2D)

<AL2a+2,

olLosJÊ)<AL«+*-s\e\-°-8-3/2>   ^>t-
L\      2D/ ~ D      L

Donc  supL|o-L/| < AM/ si  S > a + 1/2, et pour toutes suites  fk, L^, et  p > 1

(Zwl¿fTl<*f\\(ZK\2Tí
avec  8 = a + 1/2.

De même, l'intégrale de Poisson de  / est donne'e par la convolution avec le

noyau

(8)  Remarquer que a + 1/2 =(n— l)/2 ou n est la dimension de  M.
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Pr^^)^^r\\i2^i^Kta(^f^

1-r

2 \(1 - 2Vr"cos (770/2D) + r)(a+i)/2     (1 + 2Vr~cos (tt0/2D) + r)(a+i)/2J

qui est positif, uniformément de norme 1 dans   L   (Al). D'où les inégalités pour la

fonction de Paley-Littlewood.

Le théorème de multiplicateurs de type (4.9) s'en déduit aisément, à condi-

tion d'avoir montré que les lemmes combinatoires  (4.4), (4.5) et (4.8) sont en-

core vrais lorsque les moyennes de Cesàro  s,   = (A, )~   2r_nA. _.u. sont

remplacées par les moyennes  (A 2¡)~ l^\=0 A2L_ 2,u¡ ■ Mais il suffit de remarquer

que cette dernière quantité peut être obtenue comme  la demie sommes des

moyennes de Cesàro des suites  u0, uy, uy, ■ • ■ , «,, a., • • • , et  uQ, - uy ux,

■ • • , - u,, Uy  On peut finalement e'noncer le   théorème suivant:

Théorème (7.1).   Soit Al  un espace symétrique compact de rang 1 de dimen-

sion n.  Il existe une constante  A   , pour tout  p > 1, telle que quelle que soit la

suite p   satisfaisant aux conditions:

(A0) sup \p.\ < Al < oc,

(Ak) sup^^-^^IAV^AKoo,

avec k = (« + l)/2  si n est impair, k = (« + 2)/2  si n est pair, on ait l'inégalité

2>,-v <A Ml/Il
p -    P   "' "p

pozzr toute fonction f £ LP(M).

Nous n'écrirons pas l'analogue de (4.9) (2) et de (4.10), qui sont tout aussi

valables.(9)

Montrons enfin que la méthode s'applique encore dans le cas de varie'tés

riemanniennes compactes. Soit donc   0IÏ, g) une variété' riemannienne de dimension

«, A son Laplacien et  / = J0    dEx  la résolution spectrale de l'identité associée.

On peut, comme dans  [19], définir une fonction de Littlewood-Paley à l'aide du

noyau de la chaleur: on pose   Tlf (x) = fixe~XtdExf, et g(f) = (fi^t^T'f/dt\ 2dlfA;

on a alors les inégalités   \\g(f)\\p < Ap\\f\\p, et   \\f\\p < \\g(f)\\p, cette dernière dès

lors que // = 0 (1< p < + oo). Nous utiliserons ici les sommes de Riesz qui sont

définies comme suit:

Ho'rmander a démontré que si  8 > « - 1, on a l'inégalité (voir  [12], [l3l)

supR \SRf | < C ■ Mf, où M/ est la fonction maximale au sens de Hardy-Littlewood,

Mf(x) = supr(l/|B(x, r)\)jB{x r)|/(y)|^y.  Cette inégalité, jointe au résultat de

(9) On remarquera que les résultats de localisation qu'on peut, comme dans le cas

de la sphere, déduire des inégalités obtenues dépendent fortement de l'espace symétrique

choisi et non plus uniquement de sa dimension.
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Fefferman-Stein permet alors d'obtenir "l'inégalité de Zygmund":

||(Zrí ffrW'f   <^J(Zi/,-wi2f II     a<p< + -).

On peut alors déduire de ce résultat un théorème de multiplicateurs, comme on

l'a fait au  §4.

Théorème (7.2).  Soit miX) une fonction n fois derivable sur [0, + oo), et

satisfaisant aux conditions:

(A0) supA|m(A)| < M < + oo,

(AB) supAU /A)/* \r\n(d/dr\)nm(X)\ dX< M <+<*>,

alors

IJT^v < c.

La démonstration suit celle du Théorème  (4.7), avec les variantes qu'impose

le recours aux sommes de Riesz.  On introduit d'abord la fonction de Littlewood-

Paley gg(/) = (/o°°I^R    / - ^r/I  dR/R) 2.  On montre comme précédemment que

gif) <  C  ■  gAf),   puis,  ici  seulement pour   S   entier   que   gj(/) =

(J0°" \Sl+1f - S\l \2viR)dR/R)Vl, où f*vir)dr<M . R, satisfait, lorsque  S > n - 1

l'inégalité'  ||gt(/)|L < C"Jlá?(/)|L- Pour ceci, nous avons besoin d'un résultat

auxiliaire.

Lemme (7.3).   Soit p une  mesure  sur   [0, + oo); posons SR = L(l-A/R)  dpiX)

et aR = ¡RH - X/R)be~tXdpiX), avec   0 <t< 1/R;   alors   s| = eRtal  +

j"o<jj>A(A, R)dX, oh A(A, R) = 0(/).

En effet,

Mais

sÎ=   {R(l-X/R)betXe-txdp(X)=eRt P (1 - X/R)be~tX dpiX)

+ eRtJR (1 - X/R)be-Xt(e-<(R-X> - l)dp(X).

fRil - X/R)bie-tiR-»- 1) - e~x<dp(X)

= - R-^fR ^\iR-X)\e-M-X)-l)\(fytTdpir))dX.

Intégrant à nouveau  S fois par parties, il vient
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A)V-'<*-A>-lî(/X0(A-7)Se-'r^(7)) dX

fRo(l-^J(e-^-^ -l)e-^dp(X)

= (-i)^p-sPY-Y+1îcr-
J o\dX !

-(-»»'/:(ï)Hri,R-A)5(«-"R-'i>-11'^*-

Développant par la règle de Leibniz, on voit apparaître des termes

(A/P)S . (R - \)S-he-t(R-X)tS + l-h = f . e-t(R-X)((R _ A) . /}S-* . (A/R)8 < t<

D'où le lemme.

Venons à la démonstration du re'sultat sur la fonction  g*: d'abord
o

'i*v-*-îi;('-îK
notons ensuite /  = 7"'/; alors

«»"/.-»r'/.-jt/iii-iy».—^
Grace au lemme, et à l'inégalité de Schwarz, on en déduit:

\S^f-Slf\2<A(\S^ft-Slfi\2+Rt2fy^f(-Slft\2dx),

dès lors que  / < l/R; raisonnant comme au   §4, on peut toujours supposer que

R < f0vir)dr < 2R, de sorte qu'on choisira l/i(P) = f0v(r)dr; montrons d'abord

que

îi*V,-îi/,-0/*«i(|-T*/):

on utilise maintenant "l'ine'galité de Zygmund" convenablement ge'ne'ralise'e, d'où

|(/o+00|5i+1/t(R)-%«)l^>f)'

<A\\lf+~l-\(±T<f) W«
piiyo R2i\^  7í=í(r)      p/

Il ne reste plus qu'à faire le changement de variable   R —► t = /(P) pour recon-

naître dans le second membre   ||g(/)|L.  Ensuite



262 ALINE BONAMI ET J.-L. CLERC

i(r-^^:^ví(R)-^(R)i2^.,(p)^f|p

<A\\(r°°RtiR)2.   (R\(*-T'f) r^.J^fl-  puyo JolVa,   7<=t(R)l a2        R ) h

-    pW\Jo R   R    l\0z        //=í(R)l        /     p

On fait maintenant le changement de variable   R —> t, et on tient compte de ce que

tiR) > 1/P; d'oùencore la majoration par   ||g(/)|L-

La suite de la démonstration est alors tout à fait similaire à celle du Théorème

(4.7), l'analogue du Lemme  (4.8) se démontrant comme le Lemme (7.3).

Remarque.  L'inégalité de'montrée par Hórmander admet effectivement S = rz-1

pour indice critique  (cf. le cas des spheres).  Il serait intéressant de rechercher

une inégalité' analogue à celle du Théorème  (3.1) dans le cas d'une varie'té com-

pacte quelconque. Dans le cas des groupes de Lie compacts, la démonstration

d'une telle inégalité' fera l'objet d'une publication ulte'rieure de l'un des deux

auteurs.  Les travaux de N. Weiss   [24] laissaient pre'voir que le Théorème (7.2)

pouvait être  améliore dans ce cas.
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