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ABSTRACT. Nous €tablissons une in€galit€ entre les sommes de Cesaro
et la fonction maximale associées a une fonction définie sur la sphere, et nous
en déduisons divers résultats de convergence en norme Lp, convergence presque
partout, localisation des développements en harmoniques sphériques, ainsi qu’un
théoréme de multiplicateurs qui généralise le th€oréme classique de Marcinkiewicz
sur les séries trigonométriques. La méme €tude est faite pour les développements
suivant les polyndmes ultrasphériques. Nous montrons de plus que les sommes
partielles du dé€veloppement en harmoniques sphériques d’une fonction de L"(En),

’
p # 2, ne convergent pas forcément en norme.

Le th€oréme classique des multiplicateurs de Marcinkiewicz s’€nonce

(voir [16]):

Théoréme (A). Soit (u,),,, une suite de nombres complexes, telle que
(Ao) ‘I»‘kl <4
(Al) sup].Eii.H |“k+1 - f"kI <A,
Alors ||25% (@, cos k6 + b, sin kO)||, <A, ||Z57 (a, cos k6 + by sin kD),
1<p< o

Le but de ce travail est de g€n€raliser ce r€sultat aux développements en .
harmoniques spheriques. Plus précis€ment, si [ = 2;” H,f est la décomposition
en harmoniques sphériques d’une fonction [ sur la sphére X , on cherche des
conditions suffisantes (de type analogue a celles du Th€oréme (A)(1)) sur la
suite (1), ,o pour que l'application lin€aire M définie par Mf = 2;‘” i H,f soit
continue de L? dans L? (1< p <+ o).

La démonstration de (A) utilise un certain nombre d’outils, et principalement
les deux théorémes suivants (SN/ désignant la Nitme somme partielle, et

P (0 < 7<1) le noyau de Poisson):
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Théoréme (B) (fonction g de Littelwood-Paley). I/ existe, pour 1< p < + o,
une constante Ap, telle que

Q) Nlg®ll, = N5 =GB /dr = [12dn]|, < AlIf I,

i) W1, < A, I8N, si fofG)dx = 0.

Théoréme (C) (inégalité de Zygmund). I/ existe, pour 1 < p < + oo, une cons-

tante Ap, telle que, pour toute suite d’entiers, Ny My wv, My, - -« el toute
suite de fonctions [y, fy « -+, [p, +--
+00 2 +00 Y
2 2
218, 1) <4, <Z If@1%) | -
0 p 0 b

Une géné€ralisation trés compléte de (B) a €té obtenue par Stein [19]; il
montre que si (T*) ,, est un semi-groupe de diffusion symétrique sur un espace
de mesure m, id est

(i) TS =Tto TS, T =14,

(i) ||TY I, <1, pour 1< p<+w,et T/ — [ dans L2(N) quand ¢t — 0,

(iii) T! est un opérateur auto-adjoint sur L2(N),

(iv) [>0 =T >0,

v) T =1,
alors la fonction g définie par g(f )x) = (f;“’t|(<9/6t)T‘f(:c)|24171)1/2 satisfait 1’analo-
gue du Theéoréme (B). Stein en déduit d ailleurs un th€oréme de multiplicateurs,
qui, dans un cadre aussi gén€ral, est le meilleur auquel on puisse s’attendre.
Dans le cas des vari€t€s riemanniennes compactes, le semi-groupe de la chaleur,
dont le générateur infinit€simal est I’opérateur de Laplace-Beltrami satisfait les
conditions (i) a (v). On obtient donc un th€oréme de multiplicateurs, mais il
réclame des conditions sur une infinit€ de différences. Stein pose le probleéme
d’une gé€néralisation plus satisfaisante de (A) dans ce cas.

Un substitut de 1’in€galit€ (C) est fourni par le résultat suivant, cas parti-

culier d’un r€sultat de Fefferman et Stein (2).

Théoreme (D). Soit M, d) un espace métrique, muni d’une mesure p satis-
faisant p(B(x, r)) < C - u(B(x, r/2)). On note M la fonction maximale de Hardy-
Littlewood

M/ () = sup 0 /B, ) [ 1G] duty).

r>0
1l existe alors, pour 1< p < oo, une constante Ap, telle que pour toute suite

i g voon fi

(2) Le résultat est démontr€ pour R” dans [8]; il se généralise facilement aux
“‘espaces de nature homogéne’’ (pour cette notion voir [5, Chapitre m)).
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400 Y 400 Al
)3 |M/k<x>|2) <4, <Z |/k<x>|2>
0 0

L
Pour obtenir la gé€néralisation de (C) dans le cas des spheres, on doit

.

14

d’abord recourir @ un proc€d€ de sommation plus efficace: nous montrons en effet
que les sommes partielles des de€'veloppements en harmoniques sph€riques ne sont
pas uniform€ment born€es dans Lp(En), sauf si p =2 (voir $5). On utilise les

sommes de Cesaro, dont on rappelle qu’elles sont défines par

Z+8)...(6+1
(1-1)...1

I =

5
sr=

L
5 48
ZAL_IHI/, od A]
Al o

o

Si &> (n —1)/2, il €tait connu que les sommes de Cesaro sont uniformé€ment
born€es dans L? (1< p < + ). Nous donnons ici une estimation ponctuelle de
suleSzH a l’aide précisément de la fonction maximale de Hardy-Littlewood, ce
qui permet d’obtenir le r€sultat (C) moyennant (D).

Une fois obtenus les résultats (B) et (C); nous en d€duisons un th€oréme de
multiplicateurs, en g€n€ralisant convenablement la méthode utilis€e par Mucken-
houpt et Stein (voir [17]), dans leur étude des développements suivant les poly-
nomes ultrasphériques.

Notre thé€oréme principal s’€nonce alors:

Théoréme (0.1). Soit (u,)
aux conditions
(Ao) |"‘1¢l S C9
i(N - +1
(AN) Supjzl(N l)z;; lAN#k| <C,

od N est le premier entier strictement plus grand que n/2, alors

|
Z ppHf ZHk/

|

En ré€sumé, on peut donner la marche 4 suivre pour la démonstration d’un

L0 Une suite de nombres complexes satisfaisant

<4, (I1<p<+ o)

LPec ) LP(z )

th€oréme de multiplicateurs (type Marcinkiewicz). On €tudie la convergence en
moyenne dans L? (1< p < + ) des sommes de Cesdro (ou des sommes de Riesz),
pour laquelle apparait un indice critique &, qui d€termine en quelque sorte la
“dimension harmonique’’ du systéme orthogonal en cause. On cherche alors, par
des estimations plus fines, 4 d€montrer une ‘‘in€galit€ maximale’’, d’ou d€coule
(C). Notre conjecture est que l’indice critique pour le Théoréme (C) est encore
84+ On en déduit alors un théoréme de multiplicateurs dans L? (1< p<+ ),qui
fait intervenir N différences (ou derivées), od N est le premier entier supérieur
ou €gald 8, + 1. Nous indiquons d’ailleurs au $7 des généralisations de nos
résultats au cas des espaces symétriques compacts de rang 1, des variétés riemann-

. ~ .
iennes compactes, et au $6, au cas des polynomes ultrasph€riques.
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La conjecture que le nombre de différences qui intervient est li€ 2 I'indice
critique des sommes de Ceshro se voit confirm€e dans un autre résultat que nous
obtenons, et qui €tablit un lien entre les multiplicateurs de En, et les multipli-
cateurs radiaux de R™. Si ces liens sont sans doute moins complets que ceux
existant entre les multiplicateurs de T” et ceux de R”, ils permettent de trouver
des résultats n€gatifs sur X , tels que la non convergence des sommes partielles,
ou des résultats positifs sur R”: c’est le cas du théoréme de multiplicateurs
suivant (qu’on pourrait €galement obtenir directement), qui n’est conséquence ni

’ \ . . . . .
du thé€oréme d’Hérmander, ni du thé€oréme de Marcinkiewicz.

Théoréme (0.2). Soit m une fonction & valeurs complexes, de classe CN sur
10, + ), et satisfaisant aux conditions:

Ay Imlp)l <€,

(Ay) 27N =02 aNm(p)/dpN dp < C,
ot N est le premier entier strictement plus grand que n/2. Alors m définit un
multiplicateur radial de LP(R™) (1 < p < + o).

En outre, nous donnons une €tude syst€matique des sommes de Cesaro:
résultats de convergence presque partout et localisation (on comparera utilement
avec les r€sultats de Stein [18] sur T?), €tude en-dessous de l'indice critique
(cf. les résultats de Fefferman [6]). Nous donnons aussi les th€orémes sem-
blables pour les développements suivant les polyndmes ultrasph€riques, €tendant
ainsi les résultats de Muckenhoupt et Stein [17], Askey-Hirschman (1] et Gil-
bert [10].

Certains des résultats qui figurent ici ont fait I'objet de notes aux C. R.
Acad. Sci. ([2], 3], [4]).

Cette introduction serait incompléte, si nous ne remerciions E. M. Stein,
qui, de sé€jour 2 Orsay nous a accueilli avec bienveillance, nous a éclairé de
ses intuitions sur ces problémes, et nous a communiqué oralement une démon-
stration simplifi€e des résultats de Fefferman [6). Nous avons €galement
bénéfici€ de I'enseignement dispens€ au cours de I’année 1970—1971 par
R. Coifman et G. Weiss, qui nous ont en particulier initiés & la théorie des
intégrales singulicres sur les espaces de nature homogéne. N. Lohou€ nous a
toujours amicalement encourage’s et nous a en particulier suggéré 1'énonce’ du
th€oréme (1.1). Enfin Madame Dumas, avec sa compétence habituelle, a fait de

. . . . . . .
notre manuscrit quelque peu indigeste un article lisible—du moins nous l’espérons.

1. Lien entre les multiplicateurs zonaux de 3 etles multiplicateurs
radiaux de R™. On note En la sphére de rayon 1 dans R7+! id est 2n=
(e R7*1||€)|2 = 1}; 1 désigne le pdle nord de coordonnées (0, 0, -+, 0, 1).
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La sphtre est munie de la métrique riemannienne induite par celle de R”*!. On
note exp ’application exponentielle au pole nord, d la distance g€od€sique sur

3 , et do la mesure riemannienne, normalis€e de sorte que Js do=1. Son expres-
sion en coordonnées exponentielles est A ((sin =D/ x| =1 dx.

2 peut aussi €tre considérée comme I’espace homogéne SO(n + 1)/S0(n), ot
$0(n) est le sous-groupe de SO(n + 1) qui laisse le pole nord invariant. Une
fonction & valeurs complexes f sur X s’identifie 2 une fonction 1 sur SO(n+1),
constante sur les classes d’équivalence, au moyen de "/ (g) = f(g(1)). Cela permet
de définir une structure de convolution sur En . Une classe particuliere de fonc-
tions, dites zonales, est constitu€e des fonctions [ sur 2", invariantes par
'action de SO(n). Une telle fonction ne dépend alors que de la distance gdodé-
sique au pole nord (3), ou encore du produit scalaire (dans R"*1), soit f(£) =
Pr(£ . 1), 00 ¥ est défini sur le segment [~ 1, +1]. La convolution d’une fonction

zonale { avec une fonction quelconque g s’€crit alors simplement:

(= @)= [ P& ngndotn).

Les sous-espaces de LZ(En) invariants minimaux sous ’action de SO(n +1)
sont les sous-espaces }(k (k €N), form€'s des harmoniques sphériques homogénes
de degré k. On note H, le projecteur orthogonal sur }(k.’ et Zk I’'unique fonction
zonale de ‘Hk’ telle que

Vo € }(k, (#, Z,) = ¢(1).

Il est classique (voir [5], [23]) que [ = 23 “H,f (fe€ LZ(E,,)), que H =17, *{,
et que bZk =(n-1+2k)/(n- I)PZ A =@-1/2), ou PL‘ est le polynome de
de Gegenbauer d'indice A et de degré &, défini par (1 - 2xw + w?)~} = Z3°PA(x)uwk.

On en déduit aisément le noyau de Poisson de la sphére 3

g k 1-w?
P (&) Zo: WL, (€) = (- 20(Z - )3 wd)yneD/2 "

On appelle multiplicateur zonal de Lz(En) tout op€rateur de LZ(Zn) qui
commute & I’action de SO(n + 1). Un tel opérateur M s’écrit sous la forme Mf =
ngmka/, ou (mk)kzo est une suite borne€e de nombres complexes. Si M s’étend
en un ope€rateur continu de L? dans L?, on dit que M est un multiplicateur de
Lp(zn). Cet operateur peut aussi s’interpréter comme I’op€rateur de convolution
avec la distribution 23“’ m, L

B
\ 3 .
On sera amen€ a envisager dans la suite la sphére de rayon R dans R"*l;

les notations X R’ €XPg, 40y se laissent comprendre par analogie avec la sphere-unite’,

(3) Ceci est faux pour n =1, il convient alors de se limiter aux fonctions paires sur
le tore SI.
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On se propose maintenant de rattacher les multiplicateurs zonaux de la sphere
aux multiplicateurs radiaux de R”. Dans le cas du tore T”, I'isomorphisme local
entre T et R” permet d’établir de nombreux résultats; la démonstration de 1'un
de ces résultats utilise une méthode de passage k la limite, que nous avons pu
adapter aux cas des spheres. Une formule asymptotique pour la fonction zonale
fournit alors le résultat désiré.

Soit donc m une fonction mesurable bornée de [0, + =) dans C. Une telle

fonction permet de définir un multiplicateur radial M dans L%(R™) par
~ N
Mf (x) = m(||x|)f ).

Par ailleurs, % chaque ¢ > 0, on associe la suite m, définie par m (k) = m(ek), et
spe o P 2 +o0
on définit un multiplicateur M, dans L (2) par Mf=Z2"m(k)H, .

Théoreme (1.1). On suppose que m est une fonction bornée et continue @
gauche en tout point de 10, + ool, que M, est pour chaque €> 0 un multiplicateur
14
de L (En), et que sup,_, Il Ml
de LP(R") et | M|

e(LP(z,) <A<+ oo, Alors M est un multiplicateur

Y ’ . .

e(LP(R™)) <C,-A ouC mne dépend que de la dimension n.

Un raisonnement habituel montre qu’il suffit de démontrer le théoreme pour
des fonctions m convenablement décroissantes % 'infini. En effet, posons
m'(p) = m(p)e™t* (¢ > 0). Alors mé(k) = me(k) (em )k < me(k)wk; or Zg“’ wl"'Z,e
est le noyau de Poisson P de % , dont on sait qu’il est de norme 1 dans

1 . Lii

L (zn). Par suite ”Mf"f(Lp(}:n)) <My

, on en déduit "Mt“g

< . M ’ \
f(L"(}:n)) < A. Si donc le théoréme est

poany S C
(L(R"NH— n
que m* —m (-_21 chaque point quand ¢ tend vers 0. On peut donc supposer que
|m(p)| < C e~ 2f C,, C,> 0. Pour démontrer que M est un opérateur de L2(R™)

t

démontré pour m . A, d’ou le résultat en notant

de norme inférieure & C,_ - A, il suffit de montrer que pour toutes fonctions f et g
nulles hors d’un compact de R”, et telles que ||/||p <1, ||g||p, <1(1/p+1/p' =D,
on a 'inégalité |I| = |(Mf, g)| < C_A. Mais M n’est autre que la convolution avec

la fonction radiale dont le profil est la transformée de Fourier-Bessel de m; le

premier membre de 1’inégalité s’écrit donc

t=Cy [ e U= yllol 2% Ty gleli =yl [ (g™~ dp iy,
R™“R"

et I’intégrale est absolument convergente grice au contrdle a 'infini de m.
Si R est choisi suffisamment grand, expg: R” — 2 est un difféomorphisme
d’un voisinage ouvert {) des supports de [ et g sur un ouvert de ZR. Par suite,

on peut définir sans ambiguité des fonctions [, et g, sur ER, telles que
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[rlexppx) = [(x), gplexppx) = g(x), pour x € Q. A I'aide de I’homothétie de rapport
1/R, et en utilisant I’hypothese du théoreme avec ¢ = 1/R, on obtient I’inégalité

suivante

<A

|IR|=

! - k\b é-l : 77‘ G " [} "
R_,,f;R sz % m<E) Zk< v >/R(§ )R (n)doy (€ Vday(n')

On va montrer que I — C_ - I, quand R tend vers + c. Par un changement de

variables,
n +% exppX - exppy
1R=C_f [ z,,,(é)"zk<_p_“___£‘*_>
R® JrnJ g™ 0 R RZ
in |lx[l/R \*~! fsin |ly|l/R \"~!
- [ (x)g(y) M_ sin iy i/ = dx dy.
T\ Tl/R IyIl/R ¢

Posons pour un instant

1 +%0 E\ b eXppX + €Xppy +oo
Ho(x, y) = — (_> 2, TR L (b (o) dp,
R VIS o Zo:mR , R2 o PR

ou hp est la fonction sur 10, + =[, constante par intervalles, définie comme suit:

on appelle & la partie entiere de Rp (k< Rp <k + 1) et alors

-1 b exppX - €Xppy
[ (*+D/R 5 1 (k\z R R7).

Utilisant la décroissance a ’'infini de m, et le fait que bZk est O(k"~ ), on voit
que bp est dominé (uniformément en R) par une fonction sommable pour la mesure
p" " ldp. D’apres le théoreme de la convergence dominée, il reste % montrer que
aal
hp(p) — C (pllx - yI) MA])\_%(p"x - y|l) - m(p) quand R tend vers + =. La
fonction m étant continue % gauche, on en déduit que m(k/R) — m(p). Ensuite,
€XpR* * €XPRY x y x y
———————— =exp — -exp==cosd|exp =, exp= .
R2 R R R PR
Or, d’apres un résultat général de géométrie riemannienne (voir [11, p. 541), ou

par un développement limité,

AR A ] 1Y) _plx -yl 1
d(expﬁ,epr>_—R——+oR —T-+ok .

D’autre part (f,ﬁ’};;l)/R p" " tdp)~1 = R*. (1+ O(1/k)/k"" !, Le passage b la
limite est achevé par une variante de la formule de Mehler-Heine (voir [22, p. 190],

[23, p. 233)).

Lemme (1.2). Soit z un nombre réel strictement positif; alors

. 1 [z 1 _
Jin "2, (o (5 + o3))) - ox a0t
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2. Etude des noyaux de Cesro sur la sph¥re X . Rappelons d’abord l;
définition des sommes de Ceshro(4): on pose, pour Re 8 > -1, (1-x)"1=°=

2;:(’)A[8x1, de sorte que
48 <l+8) (l+8)(1+8—1)---(5+1)_ rz+6+1)
l= =

l (=1...1 TTU+DE+ 1)

Si maintenant [ = Z;f; H,[ est une décomposition orthogonale, sa Liéme somme
Y 8 oo
de Cesaro d’indice & est définie par Sz/ = (I/AE)Z(I;AL_IHI/. De la définition

découlent immédiatement les deux €galit€s:

L
8 0 S+1 S+o+1 _ S0
A’+1=Z+_IA1 et A = ZO:AIAL_V

Enfin la convexit€ de Log I'(x) sur 10, + o) permet d’obtenir ’estimation Al8 =
0(1% (5 €R, 8> -1). Dans le cas de la sphére 3 , Sz/ = sz * f, ou sz est

la fonction zonale définie par Sz =1 /Az)E(')“Ai_l ZI; c’est donc essentiellement
le noyau de Cesaro (d’indice 8) des développements suivant les polynomes de
Gegenbauer d’indice A = ( - 1)/2. Notons en effet que deux systémes de
polynomes orthogonaux de degr€ croissant (mais non nécessairement orthonormes)
pour une méme mesure ont mémes noyaux de Ceshro.

Les noyaux de Cesaro des polynomes ultrasphériques, et plus généralement
des polynomes de Jacobi ont €té €tudi€s par divers auteurs ([15], [22, Chapitre
IX]). Nous nous inspirons ici de la méthode de Szegd pour obtenir des estimations
précises de ces noyaux, estimations qui sont indispensables pour la suite. Nous
traitons le cas des polyndmes de Jacobi d’indice a, quelconques, avec
toutefois la restriction que a > B> —Y%; cela couvre en particulier I'€tude des

noyaux de Cesaro de tous les espaces symétriques compacts de rang 1 (voir $7).
Soit donc [ = 2;:3 a, Pla’ 'B, alors

L
1 a
Si/<1>=p 120 Ai_la,P,'B<1>=fj‘lf(x)s,i(xm-x)au + x)P dx,
L =

ob s () = /A])EE  ab _ |IP3 A3 2P 3 AP % AL,

Théoreme (2.1) (5). Soit & > 0; alors
(i) si 0<0< /2,

158 (cos 0)] < C . L2,
(ii) si 2/L <0< a/2,

(4 Pour tout ce qui concerne les sommes de Ceskro, voir [25, Chapitre 111].
(%) Dans le cas a=p, une partie de ces estimations a €té démontre par Kogbetliantz
[15], en suivant d’ailleurs une mcthode différente.
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|s8(cos @) < C . L¥* %7372 (5 < a+3/2);
<C.L1g|~2e? (6>a+3/2)
(iii) si /2 <0<m-2/L,
|s8(cos O) < C - Lo+ - 9|~ A% (6 <a+3/2),
<C.L™Ya-6]7"F72*  (a13/2<8<a+B+2),
_<_C.[_,"l 6>a+B+2)

(iv) si /2 <0< m,
lsplcos O) <C - L8 (5<atB2),
<c.L! (6>a+B+2).

Avant d’entamer la démonstration, rappelons quelques estimations sur les

polynomes de Jacobi:

C.1P, 0<60<n/2,
C.I~rg=0=% 0<0< /2,
|P? *(cos 6)] < ) . s/
C.I"Hn-0|"°"%, a2 <6<m,
c.r, m/2<0<m,

(voir [22, p. 167])

P& A1) = (IJ; a) = 0(%  (bid., p. 58);

||Pa'ﬁ||"2=< 20+AH P+ a+D0U+B+1)
! 2 2l+a+B+1 TU+DIU+a+B+1)

Démonstration de (i). On utilise la majoration uniforme des polynomes de

-1
) =0(l)  (ibid., p.68).

Jacobi; d’ou
1 L
<= > Al_0000M0U®) < ctep o2,
L 0

Démonstration de (ii). Supposons d’abord & entier. Szegé a montr€ le résultat
suivant [22, p. 256]:

Lemme (2.2). s2() = (/AR SE H (L, 5)P#*3*1 Ax), ok

c.L?! si 1=0,
5-1
H(L,8)< {C 2 (L-DPI*P sil<i<L-1,
p=0

c.L%* sil=1L



232 ALINE BONAMI ET J.-L. CLERC

Soit d’abord & < @ + 3/2; on majore alors facilement en utilisant la deuxiéme
1
majoration de P;“s)' A sur 10, m/2(

L-128-1
|Si(c°s )] < % <L -1, Y 3 (L - DA LT (g em8m3/2
L I=1 p=0

<C.LOTYgranems/2,

Si au contraire 8 > @ +3/2, on majore de la méme fagon la contribution des
- - H D 3
termes /=0 et /= L. Ensuite on coupe en 2 ;. o+ 2| joc1<1 /2 F

2, /2<i<L-1» €t On majore comme suit:

L-1 C L-1 §-1 )
a=p;=1 ~a=8-3/2
T <=5 X @w-prrer)jememt
L/2 L \Ls2 p=0
c (5! 1
< —= z (L _ 1)5-1 La-8+% |0|-a-5"3/2 < C. La-8+,§ |0|—a-3-3/2,
L™ \L/2

majoration qui est meilleure que celle & obtenir, compte tenu de LO.> 2.

L/2 c L/2 §-1
Y <= X X w-prrrArA)|ememe32
176 L% \1/6 p=0
c (*& c 5
<= 819" 8+% w‘-a-s-a/z <z.o §=3/2-a=8=3/2
1/6

Enfin, 14 ou /<1/6, id est 6 <1/I, on utilise la majoration uniforme des poly-
nomes de Jacobi. D’ol

—
~
)
—
~

1 C 0 f8-1
Y <— 3 (L= DPieTaetEl
1 p=0

~
o)

1/6

< L5=1 z j29%2 < %o-za_sa
1

L

Lorsque & = @ + 3/2 est un entier, la méthode précédente fournit une estimation
un peu moins bonne que celle recherchée. Pour traiter ce cas, ainsi que les cas
ou 8 est un indice non entier, on va utiliser une autre décomposition des noyaux
de Cesiro, due elle aussi 4 Szegs (voir [22, p. 259]).
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Lemme (2.3).

-1
1 Hathl D(a+ DL + B+ DLQL + a + B +25+3) Pc11+8+ LA(x)

8
SL(x)zAi NL+a+B+8+2TQL +a+B+8+3)
E(‘l)p (L+86+1)---(L+8+p)
—p=1_ QL+a+B+8+3)--QL+a+B+8+p+2)

B6-D---B-prl) depy
1.2.....p

oq. Id g .
Avant d’utiliser ce lemme, montrons un r€sultat auxiliaire.

Lemme (2.4). Soit 8 un entier, 8, # a +3/2; si 8> 8, et désignant par
720(0) la fonction majorante qui figure dans le Théoreme (2.1), on a |si(cos 0)| <
%o
CSO . 8 . TL (0).

§=8o=1 85 & .
On a en effet la relation sz = (I/A‘Z)ZfzoAL_lo Aloslo; majorant |s

S0
;|
par 7, 0 et utilisant la forme particuliére de cette majorante sur les divers in-

o, . , v s e g ysL 4% %0148, 4y70
tervalles on voit qu’il suffit de démontrer I'inégalitd (1/A )2 (A, ; U+1)
<Csy- 5. (L+17° od Yo 2 — 1. Noter qu’on a chang€ [ en (I +1) dans les
estimations, ce qui est toujours possible, et indispensable quand /= 0. On €crit
alors (1+1)7° = (1+ D710 + 1)'>’o+1 < Lyos- L.+ 1)_81 de sorte qu’il suffit de
montrer le résultat lorsque y, =~1. Or A, 0/ +1) = Alfl /84, de sorte que la
somme & majorer s’€crit:

L
1 8=8p-1 8y 1 1
= 2 ALv_asn A

L 1=0

Cela étant, revenons 4 la formule de Szegs. Le coefficient du premier terme est
o(L atl- 8), et par suite ce premier terme se majore dans tous les cas comme il
faut. La sommation ne fait intervenir que des indices supérieurs ou €gaux au
premier entier strictement plus grand que & (dans le cas ot 8 = a + 3/2 est
entier, le premier indice Tl
|51§+p| par C - (p+8). TL8]+1(0)- Concernant le coefficient, on note d’abord que
|GG -1 - 6-p+1)/A...p)<C. p-l-s; ensuite

i intervient est a + 5/2), de sorte qu’on peut majorer

(L+86+1).-.(L+8+p)
QL+oa+B+6+3)---CL+a+B+5+p+2)

<c. (6+2)..-B+p+1)
- (@+B+8+5)---(@+B+d+p+d)’

car la fonction (x + 6 + )/(2x + a + B + 8 + k + 1) est décroissante (dés lors que
k>(a+ B +1)-8). Ce demier coefficient est donc 0(p=**B*3)), Do finalement
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+00 +00
> sc<z pl 70 p(HE. f’)f[f]“ @ <c- o).
p:l p:l

On utilise d’abord ce r€sultat pour obtenir le cas ou 8 = a + 3/2 est entier, puis le
cas gé€néral.
Les majorations de (iii) et (iv) sont fond€es sur les memes lemmes et ne

comportent pas de difficultés nouvelles.

Corollaire (2.5). Soit s} le noyau de Cesdro d'indice 8 de 3_; alors
() si dlx, 1)< a/2,
s < C L
(ii) si 2/L <d(x, 1) <n/2,

lsz(")l <C. L((n—l)/Z-S)d(x, 1)—(n—1)/2-8-1 (< (n+1)/2),
<C.L M, )"t &> (n+1)2);

(iii) si n/2 <d(x,1)<m-2/L,

Is8()| < € - LU=1/2=00(x - 1)=(n=D/2 (5 < (n+1)/2),
<C . L™ d(x, - 1)7m+? (n+ 1/2<8<n),
<C.L! (8 > n);

(iv) si m-2/L <d(x,1)<m,

Isb)<c.Lr=8 (5<a),
<Cc.L"! (6> n).

Remarques. (1) Signalons que E. Kogbetliantz a montré dans [15] que si
d > n, alors sz > 0 en tout point; c’est une g€néralisation du r€sultat classique
de Fejér (cas n = 1). Par suite, on doit s’attendre a ce que les majorations de
sz ne s’am€liorent plus lorsque & devient sup€rieur a 7.

(2) Le noyau de Poisson P (x) = 5% *Z,(x) =1~ r2)/|rx = 1{7*1 satisfait

les majorations suivantes:

P, (x)<C-@1-n"" 0<dx,)<n,
<C.dx, D)™ (1-7), 0<dlx 1)<a/2,
<C.(1-r), w/2 <d(x,1) <m,

et le calculde P_en 1, - 1 et un point équatorial montre qu’on ne peut espérer

améliorer ces majorations. Or le noyau de Poisson s’exprime en fonction des
T Sgt 51.8 .

sommes de Cesaro d’indice 8 par la formule P, = (1 - A+ ZI:Z)AI’IS[‘ Substi-

tuant alors 3 7 la quantit€ 1 —1/L (cf. la remarque de [25, p. 223]), on voit que
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toute majoration de sz en %07 P se transfére immédiatement au noyau Py_,,;.
Les paliers observes dans les majorations (8 = (n + 1)/2, et & = n) sont bien
ceux que laissent prévoir cette remarque.

(3) Les remarques précédentes valent encore pour les polynomes ultra-
sphériques d’indice A quelconque. Dans le cas des polynomes de Jacobi quel-

conques, Askey a conjectur€ que sz >0, dés lors que 6> a + B+ 2.

3. Résultats de convergence des développements en harmoniques sphériques.
I €tait bien connu que les fonctions sz appartiennent uniformé€ment a Ll(zn),
dés que & > (n — 1)/2, et donc que les moyennes de Cesiro d’ordre & > (n — 1)/2
d’une fonction f de LP(Z ) convergent dans L?(X ) vers [ (1< p <+ ). Au
$5, nous verrons comment ce résultat peut étre amélioré lorsque p > 1 et
8<(-1)2.

Nous allons, dans ce paragraphe, nous intéresser & d’autres types de con-
vergence: les majorations du $2 vont nous permettre d’obtenir des résultats de

localisation et de convergence presque partout. Notre premier souci va étre
d’interpréter ces majorations.

Posons sz(cos 0) = Uz(cos 0) + Tz(cos 0), ou
az(cos 0) = sz(cos G)X[o,ﬂ/z](e)’

et de méme Si/=olf 41t/
Si A=(n-1)/2>8, il tésulte de la majoration (iii) du théoréme que:

|r£(cos 0) <Alm - 0] 7228 5 5<2,

|ri(cos 0 <A si 6> 2A.
Soit & <2A:

8
SLLIP '7L,'

Al (™ _p1(=2x+8)p|__ p12A /o . 2A +1
pS (fﬂ/Z'ﬂ 0' |77 0’ d@) < o0 Slp<2A_8'

Donc sulele €eLP(X ) pour p<n/(n-1-8)si (n-1)/2<8<n-1,
supp 7P| €L ) si 8>n-1.

Montrons d’autre part que, si 8 > A = (n — 1)/2, il existe une constante A
telle que, pour tout f € Ll(En) et pour tout x € R?, supdafj (x)] < AMf (x)(6).

Quitte & changer [, on peut supposer que x = 1.

ol f() = fz o (x - 1) (x) dolx)

= ﬁaz(cos 0)_[2'1 1/(sin 6&, cos O)sin” 10 dEdf.

(6) On désigne par Mf la fonction maximale de Hardy-Littlewood (cf. introduction)

Mf@) = sup o yyer O dTO [ oy doty)-
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Posons:

MO= [ wldet) = [ [ |f(sin@E, cos )| désin™ ' $dg,
x. os -1

1>c

¢ . n—1
AO <MW [ dole) = C M (D] sin” b .
Posons d’autre part:

k (0)= LMAL2 4 0)PA- 8 D/2 i 5,

kL(0)=L'l(L'2+02)')"1 si 8>A+1.
En vertu du Corollaire (2.5), oz(cos 0) < Ak, (6),

lop/ ()] < A[ {7 k[ (6DA©) 8 + A(ﬂ)kL(n):l

. . . . ! .
comme le montre une intégration par parties et le fait que k; est négatif

lolf(l <4 <_ f’;k,:(@)fssin"“lcﬁd(f)de + kL(ﬂ)stin""lqﬁdq’)) Mf(1).
Or
~ [Tr[ O [ sin" 3 dg =~ k, (m) [Tsin™ dgs + [Tk, (O)sin"" 0do.

Comme sup, [0k, (f)sin™" 1940 < , il existe une constante A telle que
ad (1) < AM7(QD).

\ .
On peut r€sumer ces résultats dans le théoréme suivant:

Théoreme (3.1). Soit 8 > (n - 1)/2. Il existe une constante A indépendante
de la fonction f € Ll(zn) telle que suleSzfl <AMf + K * |f]) ok K est une
fonction positive qui appartient & LP(Z)) pour les valeurs de p inférieures u
n/(n—-1-08) lorsque §<n-1,2a L“(Zn) lorsque 6 >n -1,

. . s
Il est & remarquer que la majoration sup, |S] f| < AM/ lorsque
8> n -1 a été obtenue dans un cadre beaucoup plus général par Hérmander ([12],
[13]), du moins lorsque les moyennes de Cesaro sont remplac€es par les moyennes
de Riesz. Nos résultats vont nous permettre, dans ce cas particulier, d’obtenir

des théoreémes de localisation plus précis.

Théortme (3.2). Soit € >0, 8> (n —1)/2. Si la fonction [ appartient &
Iespace LP(X)), p>1, o p>n/(8 + 1), et si [ s’annule u I'intérieur de la
boule d(x, 1) <e, alors Sz/(l) tend vers 0, lorsque L tend vers I'infini.

En utilisant la densit€ des fonctions C* dans L"(Eﬁ), on se rameéne A
montrer 1’existence d’une constante Ap indépendante de [ telle suleSls_/ M) <

Ap"/ ||p pour toute fonction f s’annulant a U'intérieur de la boule d(x, 1) <e.
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Cette dermere inégalit€ est satisfaite si s (cos G)X[€ #](6) appartient uniformé-
ment & L?' (sin2*046), 1/p+1/p' =1. Or, si e> L™},

|a,_(cos 0)| < ALNBg AT < ANl lorsque 6 > ¢;

“TLS.“p’ <A sip>n/(6+1).

Remarque. On peut montrer que les conditions du Théoreme (3.2) sont des
conditions nécessaires pour qu’il y ait localisation. Supposons tout d’abord
8> (n-1)/2, et p<n/(8+ 1): la fonction (1+ x - 1)7¥, qui appartient & L?(Z )
lorsque p < n/2p, est C® ou voisinage de 1. Il existe donc une fonction qui est
C® sur 2 , dont les moyennes de Ceshro Slsj (1) convergent vers f(1) de ce
fait, et qui coincide avec (1 + x - 1)™* dans la boule d(x, 1) < e. Comme les
moyennes de Cesaro d’ordre 2p —1 de (1 + x . 1)7™* ne convergent pas en 1
(voir [22, p. 265]), on obtient ainsi un contre-exemple explicite avec & = 2p — 1.

Plus gén€ralement, en vertu du théoréme de Banach-Steinhaus, les conclu-
sions du Théoréme (3.2) ont lieu si et seulement si supL|SL/ (1)] < Alf || quelle
que soit la fonctlon fe€ LP(E ) nulle dans la boule d(x, 1)< €, et donc si et
seulement si s (cos 0))([6 ﬂ](G) appartient uniformément a L? (smn0d0)

Soit alors (n -1)/2<8<n-1,p=n/(8+1). On veut montrer que 7 (cos 0)
n'appartient pas uniform€ment & L? (sm“@d@) En utilisant le Lemme (2 3), on
A- 8+/§PA+8+A Awé(cos 0)X ©)

[#/2,7]
n’appartient pas uniformément & L' (sin?* 0d6). Cette dernidre propri€t€ découle

voit ais€ment qu’il suffit de montrer que L

de la formule asymptotique de Mehler-Heine, comme on peut le voir en utilisant
la méthode de Szegs [22, p. 173].

De méme, lorsque 8 < (z ~1)/2 = A, on est ramen€ & montrer que

A-S+4 %, A+l

o sz+3+ M (cos OX[e. 7/2](0) n’appartient pas uniformément &
L(sin 2"0d0) pour prouver que, quel que soit p, il n’y a pas localisation pour
les fonctions de Lp(En). Or

L

fz/zsinn6|P£‘+8+%’Hl/’(cos 0)| 46 > Ap'fz/zsinzpl 0|P2+8+%’“%(0)l do

quel que soit p. Si p est suffisamment grand, cette derniére quantit€ est minorde
par L=% [22, p. 173].

Théortme (3.3). Soit & > (n - 1)/2 1l existe une constante A telle que, pour
toute fonction f € LI(E ) m{supL|S f1>a}<(4/a)||f|l,- Les moyennes de
Cesaro d’ordre & d'une /onctzon de LI(En) convergent presque partout.

La convergence presque partout est une consé€quence de 1’inégalit€ faible,
qui découle du Th€oréme (3.1).

Corollaire (3.4). Soit 1 <p<2. Si 6> (- 1)1/p-1/2), il existe une
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constante A telle que, pour tout f € L?(Z ), ||supL|Sz/| I, <A NN, Les
moyennes de Cesuro d’ordre 8 d’une fonction de LP(Z) convergent presque

partout.

Le résuleat, lorsque p = 2, découle du lemme suivant, qui est un cas par-

ticulier d’un résultat général sur les systémes orthonormaux:

Lemme (3.5). Si, pour une valeur & >0, les moyermes d'ordre 8, des fonc-
tions de LZ(E ) satisfont a I'inégalité ||supL|S o) ||2 As, ||/ I, alors, quel
que soit & > 0, elles satisfont ¥ I'inégalité "supLISLII I, <Aslfll,-

La démonstration, dans le cas de R” et lorsque les moyennes de Cesiro
sont remplacées par les moyennes de Riesz, se trouve dans [12]. Elle est tout
a fait analogue dans le cas présent. Nous en donnerons seulement un apergu.

Les moyennes de Cesdro d’ordre & + 8 s’obtiennent & partir des moyennes
de Cesaro d’ordre & par la formule

L
S - EA T AR s
k=0

L L
6 E wiatr o1 T o)

k=0 Q=0
=o(L™Y) si B>u.

Donc, en vertu de 'in€galit€ de Schwarz, il suffit de montrer que

L ]
sup( Z k”2> SASH/”z
k=0 2
pour tout 0 >~ Y.
Or, par hypothése,
| 2 SO
sup Z |5 o | Ssup SL7) < As N1,
L , L ,~ %0

11 suffit donc, pour. prouver le résultat, de dé€montrer que, si 8 > -,
1= 1s3 1= ST 717L=% |, < Agll ], Posons

oo %
g, (1) = < T Istr - S,ﬁ/PL‘l) :
L=0
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L 4841 48

8+l S _ L k _ L k - 8+l -
/- Lf k% ——Azﬂ —Ai H,f 3+ (A;™ E)kAL  Hifs
g3 = > Z L=laph -2 Z ECHIRG LN
5+ 1) k=0

1 00 [
= 2 k2||Hk/l|§<Z L'I(A,§+l)'2(«4,8,_k)2>SAsII/|I§

(8+ 1)2 k=0 L=k

puisque SPL=1(AF)=2(a]_ )2 - o(zrL-1L” L - )28 - o(k-?).
Reprenons la démonstration du Corollaire (3.4): il suffit d’interpoler entre

le résultat p, py > 1, et le résultat L? en utilisant la m€thode de Stein sur les

familles analytiques d’opérateurs [18], SL €tant défini pour des valeurs complexes

de 8.

L

S+€+iy S+e+iy o1 €~14i

S, f=(A") ZAkAL k‘ysk/,
k=0

; 2 .
donc supL|5i+‘+'3’/| <efe suleSzH puisque (voir [1])

SuP|A5+€+ly|-1 Z A3|A6—1+l)'|<e
k=0

On en déduit que si 8 > (n-1)/2 et py >1,

8 .
sup|s; "/

| <4,
bo

si 8>0,

sup|s3tivy|ll < a ecyzn I
PPISL , % APE

Nous allons terminer ce paragraphe en montrant 1’inégalit€ suivante pour les
moyennes de Cesaro, in€galit€ qui est ’outil fondamental pour obtenir les
thé€oréemes de multiplicateurs:

Théortme (3.6). Soit p>1 et 8> (n - 1)/2. 1l existe une constante Ap

telle que pour toute suite de fonctions /k et toute suite d’entiers L,

@t )| <af@nr)’

Supposons tout d’abord & > (n — 1)/2, cette inégalit€ découle, en vertu du

Théoreéme (3.1), des deux in€galités
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Emie)] <afEnr)”

in€galité de Fefferman-Stein [8] et
% %
KZ(K * |/k|>2) <A, (ZV,J’)
14

qui est une in€galité bien connue due & Marcinkiewicz et Zygmund ([25, tome 2,
p. 224)).

Le cas 8 = (n — 1)/2 est un cas particulier du corollaire suivant:

Corollaire (3.7). Soit 1< p <2, Si 8> (n-D[1/p - 1/2], les moyennes de
Cesuro d’ordre & satisfont u I'inégalité ||(2|Szk /klz)% “p < Ap||(2|/k|2)% I,
quelles que soient les suites f, et L,.

Remarquons que
Ly
AT (4 LD A s
=0
en vertu de I’inégalité de Schwarz.
T s 24} } I
Si I’in€galité "(EkISLk/lel )4 ||p < Ap||(2k|/k|2)A ||p est satisfaite pour

toutes les suites L et /k’ alors, en particulier,

”(ZIASMWI’IZ A; IA"“WI WA )

L

k %

S+e+iy | ~ —14i :

A, <§3 AL, ™ ‘ZA,ﬂAz;"yn/kP)
j=0

14

2
/2
<A ec‘y

1,
(znr)]
k p
donc ||(2k|Sz;‘ +iy/k|2)% "p < Apec€y2||(2|/k|2)% "p En particulier, si 6 >
(n-1)/2et p>1,0ubiensi §>0 et p=2,
(zisteni)’| sap @)’
k p " 4 k »

Le Corollaire (3.7) s’en d€duit par interpolation.

4. Théoremes de multiplicateurs. Soit f € Ll(En). On note P { la fonction

Pf=3 r'“Hk/, 0<r<1.
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. . Pre o
P { est la convolée de la fonction [ avec le ““noyau de Poisson’’ sur % défini

par
P )= 2 *Zi) - ——— .
0 frx — 1]+
P_est une fonction positive, uniformément dans Ll(zn). Soit g(f) la fonction de

Littlewood-Paley définie par

2 \%
g(f) = (f(l)(l—r) % (P,/)l dr> .

Il existe, si p>1, une constante A telle que |lg(/)l|, < 4,llf I, et si Hyf =

Jg, 1dx =0, |Ifll, <A, llg)l, (voir [19, Chapitres 3 et 4], [5, p. 149)) (7).
Les théorémes de multiplicateurs découleront de I’étude des fonctions de

Littlewood-Paley modifi€es suivantes: gg(f) = (ELISEH/ - Sz f12L= 1% pour

lesquelles on a le th€oréme suivant:

Théoreme (4.1). Soient p>1 et >0 tels que, pour toute suite de fonctions
. , . S M1 1
{k Z ;outet ‘suzte dLeprztzz:ers L, "(EISLk £l )/2"p < Ap||(2|/k|2)A ”p Alors, pour
ou onc ]
netion € LAZ,), lesPl, < 4,111, et si Hof =0, 171, <4, g5l

., . -
La seconde inégalit¢ est vraie sans restriction sur & puisqu’elle provient
de I'in€galit€ ponctuelle suivante:

Lemme (4.2). g(/)< C . gs\/).

En effet,

|

Pf=3 kk=H, [
k:l

[o5)

T

L
5+1 S,y =104 81-1 5

S =Spf~LTHADT 3 kAL L H
k=0

<puisque Z Afrk =1-7r" 8- 1)

k=0

(7) La fonction g définie dans 'une ou l’autre de ces références est 1€gerement
différente: c’est (f(l)r log r'lla(Prf)/ar |2dr)%. Du fait que r log r~1 et 1—r sont dquiva-
lents au voisinage de 1, on montre ais€ment que si I’une de ces fonctions g satisfait aux
inégalit€s LP il en est de meme de I'autre.



242 ALINE BONAMI ET J.-L. CLERC

2| sca-n™ T Lafisity-shit,
r L=1

a 2 [~ ) o0
l; P,f| <c¥1- r)””( >oradisity- Sf,/ler"> ( > LAEr“‘)-

Comme X7 _ lLA25 L-1_+D1-n-%2

1| 0 2 2 (1 541 515+l s -
o ;P'/’ U-ndr<c fo(l_r) 2 LALIS Y-8 | ar

L=1

2 —1|c8+l )
<C ZL ANERIE

puisque fé(l L=l _o(L=8-2) = o(L- 2(Ai)" h.
Plutot que la premiere inégalité du Théoreme (4.1), nous allons démontrer le

théoreme suivant, dont elle est un cas particulier:

Théoreme (4.3). Soit v, une suite de constantes positives telles que
sup; 5, L 12 v, =M< o et soit

Y4
g3() - (Z Is2*7 - Siflzrlv) :
L=1

Sous les bhypotheses du Théoreme (4.1), il existe une constante A ne dépendant
pas de la suite v, telle que, pour toute fonction f€ LA(Z ), ||g"§(/)||p < MAp"/"p.

Le Théoréme (4.3) a été démontré par Muckenhoupt et Stein [17] dans le cas
8= 0, et sa démonstration suit un schéma bien connu (voir [25, Chapitre 15]). Le
fait que 8 # 0 entraine certaines complications et nécessite la démonstration de
deux lemmes combinatoires:

Lemme (4.4). Soit & > 0, u, une suite de nombres complexes, sz =
(AL)_IEIL‘ OAE 4 et OL = (AS)—IZL oA L lrlul, oul-1/L<r<1. Alors si

peut s'écrire sous la forme

5 _ ,—Ly®
Ssp=r +ZIL01

)
avec ay | = o(1-1).

peg SsiwL (1-w)-8-1 ZL 0uLw"' par définition des sz. Donc
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o0 s+1 % L
$. 5 L —s—1 w s sfw
Alsfw =(1-w)"$ (1—;) Z AL”L(,_) .
L=0 L=0
5 8 t 5/ 5
8,~1,, —§—2.—j
Alst = AbTlo) Y AT R f).
1=0 \ kyj=L—1
Cr_ §-2,-7 _
Sll—L,2k+_L 1A A T-1,
Sil=L-1,%, Ada-s-2,-i _ A+A52“1 6+ 1)(1-=1/.

Nous allons montrequu{e ks1 2 < M<L, ZM AZ5 A7 8-2M=i _ O(1-7) ce qui
entrainera le lemme puisque r & <(1- 1/L)" <e Mais Z] Aa_ A;"H
Aark-Aa lrk"l— kA:"l -(1-7 k‘lA _ - Apres une sommanon par parties, on
obtient: E“ AD pmee2Moi_sM 45— Las FMi_ () SM-lA gl Meinl

OMy] “i=0"M—j —OM]l]
Soit & I’ entlet tel que & — 1<8+ 1<k Apres k sommations par parties, on
obtient des sommes de termes de la forme:
M—p
(1-—r)b2A; I;:hIA—S 24k, M—h—j b=0,1, .
dont nous allons montrer que chacune est O(1 - 7).
Soit d’abord b = 0: comme M>2, SM AiTk A=8-2+k _ 4ol _ o,
Le terme étudié est donc égal a EM 0A181 k A - 2+k(M=i _ 1) qui est majoré
en module par A(1- r)E S MM - f)ikelim8- 24k = O(1- 7). Soit maintenant
b1 BMPARTRBAC (e = A=} = o(M*~"). Donc

(l—f)b ZAS k +h A;—S 2+kM bh— -7

M—bh—j
M-b

<A (- r)be_l (1= ’)b+l Z M=b _l-)S_k+b+l]--8-2+k
j=0

=0(1 -r).

Lemme (4 5). Soit 8> 0, u, une suite de nombres complexes, sz =

-1 8 -1sL 5 )
(a8 L) El 0 L j4p. et op =(AL) S’l oAL_ T up ou0<r<l1, Alors oL peut
s’écrire sous la forme:

Loy L
\ 5
=2 by Ls; ou 2 6; LI =0@).
1=0 1=0

On montre comme dans le Lemme (4.4) que

L
8 8 - 85—
Z ST ! Z AL I—]Al i
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L-1,48 §-2 L 148 -
sil=L,S20AL A7 =1, sil=L -1, ZE5tAD | A==20
(O+1)1-7). Soit M>2, k-1<5<k.

5 5 k M—b .
—8-2_j b b k —5—

E AM—iAj rl = 2 ab(l—-r) r Z AM ]"";)A 2+k, i

j=0 h=0 i=0
Si h=0,
M ' M
> ARTRAT BT cAQ- Y (M- )Pk 0y,
7=0 7=0 ‘

Sil<h<k-1,

(1 _ r)b b

Z AS—k+bA—5 24k,

M—b
<AQ - )b+l Z M—=bh-— 7')8_“"7"8‘“" + (1= )PM = p)P-1,
j=0
Si b= k

ZAM p AT (M- Rk ZA

5~2+k
=i AT (7 -1).

M-k-j
i=1
Les termes de cette dernitre somme €tant tous positifs, elle est majorée par:
M-k
M- k)T AZ82k(I 1) = (M- D31 - 0P
j=1
En conclusion:

5 N LR 1
|b1,L|5A<— r > @ -PUL - 1-h)P
L b=0
TG T L A B A LA A I LS U Sy S L

k-1
<Al X -y Ba -0t
bh=0

puisque (/L)L - 1- pE! <=1 On en déduit immédiatement que
2lby | = o).

Le lemme suivant est une conséquence du Lemme (4.5) et est bien connu
dans le cas ou & = 0 [25, Chapitre 15].

Lemme (4.6). Soit 7, une suite de nombres compris entre 0 et 1, 6, une

suite de sous-intervalles de [rk, 1[. Sous les hypotheses du Théoreme (4.1), il
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existe une constante Ap indépendante des suites 1, et 3/:. telle que, pour toute

suite de fonctions f, et toute suite d’entiers L,

& %
(Zl Lk 7k/k| > » ) < |8k| fskl ,/kl L4

1 suffit de montrer que, pour toutes suites f, et L,,

% %
(st ri?) | <4 (2007)

I’inégalité précédente s’en déduisant en approchant I’intégrale par des sommes de

b

Riemann. Mais

s
Is® P /k|2<AZ|b Lk\lS,/klz,

1=0
)IHE A § > |2‘%
Lk'kk 3 k

k R 14
2
<4, (Z IRIA )
k 1=0
Revenons % la démonstration du Théoreme (4.3). On peut toujours supposer
que L< S‘k Vi S 2L. En effet, si on a démontré le théoreme dans ce cas, on

’aura démontré pour v, =

4 cette condition, et donc pour toute suite v,.

Posons p =1, g, =1+ Eg";llvl si L>1, r, =1-1/p;. r, satisfait aux

hypotheses du Lemme (4.4). Or, si f; = P, /,

14 14

b

1, puis pour M <1, la suite v, + 1 satisfaisant alors

spr =Sy~ LA Z RAL WH T,
k=0

S+l ~ -1 -
SL /L_SL/L L (AL) ZkAL kLH /’
k=0
si bien que, en vertu du Lemme (4.4) et de ’inégalité de Schwarz,

L-1
s +1 5 +1 L 2 s 2)¢ 841 )
|s3+ty - SL/|2<A<lS - Spte= XIS /L—S,/,_|2>.
P’L [:1

Montrons tout d’abord que
541 5 %
- +
(Z L 1|S fL,‘SLfL|2VL> “ SAP||g(f)||p:
4
Sl8 +lfL _ SISIL ~]- 1SIS(aP'L//ar), donc, en vertu du Lemme (4.6),

< YL 1 rL+I i
N ——f &
L rL+1‘rL.

"L

<A
b

2 7]
dr)

' d 1)cd+1 s #
Z - |S /L‘SL/lel’L

14



246 ALINE BONAMI ET J.-L. CLERC

Pour obtenir 1’inégalité cherchée, il suffi =
g » il suffit de remarquer que r; -7, = VL/FLI,LL“ ,

et 1/”L+1 =1l-r, <1l-rsirelr, 'L+1]° De meme:

Ve L-1 541 ) Y
(Z 2 12/LYS; /L—5/L|>

LI»‘LII

b

vy B2 1 ’ d 4
SAP( —2- }_‘,L°2-——_‘-L+1 >
pp 1=1 "Ly T L7 L o »
“L+1 TL41 %
sA,,< L[ W= <A e,

puisque p +1/FL <

Théoreme (4.7). Sous les bhypotheses du Théoreme (4.1), et sous I’bypothése
supplémentaire que 8 est entier, si la suite B satisfait aux conditions:

(Ag) sup, |p|<M<oo,

(A,) sup; 27("'1)22”1[15";1 | <M< oo, avec k=8+ 1,
alors p; de/mzt un multzplzcateur zonal de LP(Z)): il existe une constante A, ne

dependant pas de M telle que, pour toute fonction f€ LP(E ), ||2°°_0p] ]/“p <
MAP “/"p’

Posons F = 2;‘;0#’. H]. /- 1 suffit de montrer que

S5+1 §,12 -1 “
gs(F) < A(Z|S f=S /v L .
ou v, est une suite convenable. On peut toujours supposer M = 1. La démonstra-

tion repose sur le lemme suivant:

Lemme (4.8). Soit S un entzer posztzf ou nul, u, une suite de nombres com-

lexes, s° = (A )_12 u;, _(AS) 12[‘ A p,u,, la suite p, étant
p L 1=0 L 1% L L-1M1% 1

supposée satzs/azre les condztzons (Ay) et (A5+1) avec M = 1. Alors 7, peut

1
s’écrire sous la forme: Tz = ple +2;‘ 0 l LS IS, avec c| L_O(28+ k- llAkpll)

Remarquons tout d’abord que ’hypothese sur M entraine que

L
3 kAR = 0L),—&=0,1,2, .-+, 8+ 1.

1=0

% f. lb: =(1-w)-8-1 z pw ul—(l--w)"s'l Z A8+l(pl I)Alsl

s+1 - S+1
s+1 1 -8-2Ak S+1-k 1.k ~5=2Ak, _ l+k
A (p.lw)= ZAk A*p,A w't =2Ak8 Aulw‘”(l—
k=0 k=0

w)8+l-k.
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5.8 5.8 k, a=2-84k—1
Apr = 2 Aps) 2z At Ay = AT
1=0 ktj=L-l;ks8+1
Ekﬂ.zL_IA;S-ZAf-‘A"y, =p sil=L. Sil<L-1,
§+1

k+j=L—l;k§5+l

<A Y (L - DAk
k=1

- 1 - )
Donc |cl8 Ll <Al®L 82,5; (L - Dk 1|A’°pl| <A 22:1 1k 1|A’°;tl|.

Revenons 4 la d€monstration du th€oréme.

L-1
lgsPI? s D IsLT/ -5/ 17t v a M M IR O
1=0 ’

S 14
<X NAER AL +A(Z|sf“/_ sf/|27’)
!

1

1 lk\Akull, du fait que 2;';)11 |C18 L| =0(L), et de la majoration sut

a;ec v, = 22:
R
Théoréme (4.9). (1) Soit p; une suite satisfaisant aux conditions:
(AO) sup]. |I“j| <M< °°3
(A,) supiZi(k—l)Elzi+; Ak | <M < o,
avec k = (n +1)/2 si n est impair, k = (n +2)/2 si n est pair. La suite p;
définit un multiplicateur de LP(Z ) pour tout p >1, dont la norme est bornée par MA,,
od A, ne dépend pas de .
(2) Soit p; une suite satisfaisant aux conditions (Ao) et (Ak)’ ot 2<k<
(n +1)/2. Elle définit un multiplicateur de LP(X ) pour [1/p—1/2| <(k-1)/(n~-1).

C’est une conséquence immédiate du Theoréme (4.7), du Théoréme (3.6) et
du Corollaire (3.7). En (1) est exprimée la condition suffisante de ce type la plus
faible pour que M soit un multiplicateur, comme le montre la considération des
moyennes de Cesaro (autrement dit la condition (Ak) ne peut étre remplacée par
(A, _1)). Ce n’est surement pas le cas pour (2) (voir $5).

Remarque. Le Theboréme (4.1) permet €galement d’énoncer des conditions
suffisantes de type Hérmander pour que p; soit un multiplicateur, et de géneraliser
ainsi les résultats de [3]12 X : en effet, en interpolant suivant une idée d’Igari

et Kuratsubo [14] entre les deux résultats:
I8 n_ 12y <AIAN, sip>1,

"88(/)”2 < Az“/”z si 6>-14,
on obtient que
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lg s, <AL, i 1/p - 1/2| < (28 + 1)/2n.
En utilisant le Lemme (4.8) on en déduit le théoreme suivant:

Théoreme (4.10). Soit p. une suite satisfaisant aux conditions suivantes:
(Bo) sup[p | < oo,
(B,) sup 2’(2"'1)22“1 |Aky |2 < co.
27 .
Alors B définit un multlplzcateur de L"(En) pour les valeurs de p supérieures
A 1telles que |1/p — 1/2| <(2k = D/2n (& > 1).

Sauf lorsque & > (n + 1)/2, les conditions des Théoremes (4.9) et (4.10) ne
sont pas comparables. Remarquons toutefois que (A,) et (Ak) entrainent (B, _,).

Le théoreme de passage de 2 4 R” permet de déduire immédiatement des
théoremes (4.9) et (4.10) leurs analogues sur R™.

Théoreme (4.11). Soit k un entier supérieur ou égal & 1, m une fonction
bornée sur R* de classe C¥, qui satisfait & la condition:

2j+l ]
supf ; |”l(k)(x)|dx < A2—ilk=1)
i 2

La fonction m définit un multiplicateur radial de LP(R™) pour |1/p~1/2| <
(k-1)/n-1), p>1.

Théoreme (4.12). Soit k un entier supérieur ou égal & 1, m une fonction

bornée sur R de classe C¥, qui satisfait a la condition:
supf |m®)(x)|2dx < A2—1(2k=D),

La fonction m définit un multiplicateur radial de LP(R™) pour |1/p - 1/2| <
(2 - 1)/2n.

En effet, les suites m}, définies par m§ = m(el), satisfont uniformément aux
hypotheses des Théoremes (4.9) et (4.10) respectivement: il suffit de remarquer
que |Akm ‘l < - lf‘”"")lrrz(k)(:c)]dx Le Théoreme (4.12), dans le cas ou k& = 1,
est du a Igari et Kutatsubo [14].

5. Etude des sommes de Ceshro en dessous de I'indice critique (z > 2). 1l
est bien connu que si 8> (n - 1)/2, alors les sommes de Ceshro d’indice & sont
uniformément bornées dans L"(En) (1< p < + o), et par suite Si/ — f dans L?
(1< p <+ ). Si maintenant & < (n — 1)/2, on ne peut plus espérer un résultat
positif pour tout indice p. En effet:

Théoreme (5.1). (i) Soit & = 0; il existe, pour tout p # 2, une fonction
feLP(Z ), telle que $9f ne converge pas dans LP(Z ).
(ii) Soit 0< &< (n - 1)/2; il existe, pour tout p, 1< p-< 2n/(n +1+20) ou
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p > 2n/(n - 1- 28), une fonction [ € L"(En), telle que Si[ ne converge pas dans
LP(Z).

En effet, la convergence dans L? de (Sz/)Lzo pour toute f € L? est équi-
valente au fait que les opérateurs (Si)Lzo sont uniformément bornés dans L?. Le
théoreme résulte alors du Théoréme (1.1) et des résultats correspondants pour
R” (voir [7], [21]). Remarquons d’ailleurs que seul le résultat (i) est réellement
nouveau; en effet, pour (ii) on peut trouver une fonction zonale f, telle que Sz/
ne converge pas dans LP(Z ) [1}.

Ces résultats amenent % la conjecture naturelle que dans l’intervalle com-
plémentaire en p, les sommes de Ceshro sont uniformément bornées. Nous mon-
trons ici I’analogue du résultat de Fefferman pour R” (voir [6]), id est la réponse

a la conjecture précédente est positive si 8> (n — 1)/4.

Théoreme (5.2). Soit 8, (n - 1)/4 < 8 < (n - 1)/2; pour tout p, 2n/(n+1+28)
<p<2n/(n - 1-28), il existe une constante Ap telle que ||S,S_/ ”p < Ap"/ “p

La démonstration repose sur un lemme, analogue du lemme de restriction de [6].
Lemme (5.8). Soit p, 1 <p <4n/(3n + ) alors |H, /|, < C - kV/e=tnsD)/ 20}/ I,-

Remarque. On peut, a priori, penser & interpoler entre les deux inégalités
IH N, SCIN, et H /I, <CNZl, - NI I

notant que [[Z,], = 0"~ 1/2) Mais I'inégalité obtenue est plus mauvaise que
celle du lemme.

Démonstration. ||H,f Ilg = fzn(Hk/ )(ff)/(—?ida(f) <|lf Hp Nz, «f ”p' <
I/ ||p <f "p"zk"q’ ou 1/p'=1/p + 1/q — 1 d’apres les inégalités de Holder et de

Young. Notons que g = p'/2>2n/(n - 1) = 2 + 1/X. Estimons maintenant ||Zk||q;

rappelons que I’Z,c = ((k + )\)/)\)Pz, et que P: satisfait aux estimations suivantes
(voir [22, p. 170]).
C.0"MA1 sil/k<O<a/2,

A
P3(cos 0)| <
1P < ;k““l si 0<0<1/k.

De sorte que

fz n 12,(€)1do(¢) = o) [ " [Ph(cos 6)|%sin )20
oy (1% (2A-1ag2A /2 (A -1)gg—Aag2\ )
_o(k)(fo k 9 d0+fl/kk 6—2992A 49

= 0(R2M-2A -1y puisque Ag>2A +1.
D’ou ”Zk”q <C. an(I/P-(n+I)/2n).

Cela étant, soit donc 8, (n -~ 1)/4 <8< (n - 1)/2, et posons p, = 42/(3n+1),
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ps =2n/(n +1 +28), de sorte que ps < py; soit donc p, ps<p < pg; nous devons
montrer que [S7/1l, < 4,1/ I,

On va d’abord retrancher & S| une partie réguliére; pour ceci soit 6 une
fonction de classe C* sur R, satisfaisant

(iogo<l,

(ii) 6 =0 si t<2/3 ousi t>2,

(iii) =1 si 3/4<t<1.

Si ¢ est une fonction zonale sur X ,» Dous noterons dans ce paragraphe <£(k)
ses ‘‘coefficients de Founer”, id est ¢ = E+°°¢(le)Z En pamcuher 518_ =
ZL‘ As(k)Z avec § (k) A WAL 8. On décompose alors s¥ 4 laide de 0 en
posant sz =s; +s;,0u8 (Ie) 9(k/L)§8(/e) de sorte que S} =S, +S/, 00§/
contient la singularité ve'ntable de S et S/ L n’est qu’un terme trivial; montrons
en effet que ||S£ / ”p <C.|f "P Pour ceci on €value les différences successives
de §£(k), et on va voir que le théoréme de multiplicateurs (4.9) fournit le résultat
avec une constante uniforme; en effet

i) |A76(k/L)| <C . L7,

(i) |AA_,1/A% <C. L%, dés lors que L - k> L/4.
(i) r€sulte de la formule des accroissements finis, et (ii) de la formule

AAE  =T(L-k+8+1-g/T(L-k+DIE-g+1
si 8- ¢+ 1 n'est pas un entier négatif,
=0 sinon,

qui se démontre par récurrence.

La formule de Leibniz montre alors que |A™s (k)| < C/R™.

. Fixons L, et soit | le premiet entier

Venons-en & I’
positif tel que 29/L >m. Ch0151ssons mamtenant des fonctions (¢ )0<]<],
telles que

(1) ¢ est zonale, 0 < ¢, <1,

(i1) EQS =1,

(iii) le support de 950 est contenu dans la boule B(l, 2/L), le support de
(;S’L est contenu dans la “calotte’” {£ |27~ 1/L <d(l, §) < 27+ 3,

(iv) q.')L est de classe C™, et pour tout op€rateur différentiel D de degré
M, quS | < C@7/L)™, ol la constante C ne dépend ni de j, ni de L.

Cette partition de 1'unité permet de décomposer s, en 2 sh,ous) =
é; - L‘ On va montrer que HS’L * /Ilp <C.27¢)f "p’ avec un nombre € > 0,
dont la valeur sera précisée en cours de démonstration. Fixons maintenant
7 (0<j<J), et construisons par récurrence un recouvrement de Zn par des
boules B({"i ,27/L), telles que a'(fi, fl.,) >27/L d&s que i # i'. Remarquons
tout de suite que ces boules (ainsi que les boules de rayon, disons, triple) sont

N-disjointes (en ce sens que 'intersection de plus de N boules distinctes est vide),
) P
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o N ne dépend que de la dimension n (ce résultat tient & la nature homogéne
de I’espace X , au sens de [5])

Soit maintenant () une partition de l'unité subordonnée & ce recouvrement,
et f{=3,f=3[, ladécomposition correspondante de f. Alors

ISiE = [|Ss # 1] ©ag <Nt S [1s) w00,

puisque s’ * f, a son support dans la boule B(;,3 - 27/L). On voit alors
facilement qu’il suffit de démontrer que ||s’ * /|| <C.27¢|f || lorsque [ a

son support contenu dans une boule de rayon 2’/L On peut toujours supposer
que cette boule est centrée au pole nord, puisque S’ commute aux rotations.
Mais alors s’ * f a son support dans la boule B(3 - 2’/L) et par suite ||S} fl,<
C. (27/L)"(l’7p 1/2)||S’ f1l,- Par suite, tout revient & montrer que ||SL/||2

€ @/Ly "1/ i) on | /12 = SIS W2, /12 <

2+°°| §7 (k)|2k27)||/ ||2, grace au Lemme (5.3), avec y= n(l/p - (n + 1)/2n);
notons que y < (n - 1)/2 Majorons d’abord 2"‘/3| $7 (k)|2k27, c’est en fait
encore un terme trivial. Rappelons que sh = qS]. sL, de sorte qu’'avec des nota-
tions évidentes, s’L = (25'(m)2 ). (zcz‘( DZ)); mais z z, “”" ,Zk, ol

& _c Tk + D +20(g - 1+ V(g —=m+ Mg - k+)\)
Om, 1 =N (m+ MU+ Nk + 200 + A+ Mg - 1+ D g -m+ Dg -k +1)

avec 2g =l + m + k, la sommation €tant faite pour les indices k ayant meme

parit€ que [+ m (voir [23, p. 504], ou la formule pour a:.' | est donnée avec une

|I m|<k<l+m m.I L(m)¢ (7). On peut
toujours supposer m > 2L/3, grace au découpage de S, en SL + SL, effectu€ au
début, et 1’on s’int€resse aux valeurs de k& < L/3. A partir de ces conditions, on
est.ime les quantit€s g, g — I, .-+ , et on montre que afn' 1 SCGA /kL?*, Par suite
|§’L(/e)| <C. L‘Z*zi%3|¢j(l)|. Il reste a estimer la norme /! de la trans-

formée de Fourier de ¢i’ qui est une fonction trés régulitre; on utilise le

Iégere erreur). On déduit que & (k) =

Laplacien A sur Zn, dont on sait que Z, est une fonction propre avec une valeur
propre en O(1?). Par suite

s bl Y / +oo "
)2 "zj(l)‘ 5C<2 I&,.(l)lzl‘“"l"-l) (Z I'4Ml-(n—l)>

L/3 0 L/3
<C (f |AM¢:| (f)do(f)) L-2M-n/2+l

ol M est un entier suffisamment grand, qu’on choisira dans un instant. Mais, par
hypothése |AM¢,.| < CQI/LY"™ dapres la propri€té (iv).

(fznlAM¢j|2(§)d0(§))% <C. (2_Lj>'2M . (zz])"/z.
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D’ou finalement |S’ ()] < CL2QI/L)~2MQi L)/ 2 =2M=n/2+1  Cc  j(n/2- M)
et finalement 2"/3|s’ (k)|2k27 < C. LYV pitn/2=2M), 2y +1=2n(1/p- 1/2),
il ne reste plus qu’a choisir M tel que /2 —-2M < — Zn(l/p -1/2) - e. Abordons

maintenant la partie réellement significative du probl‘eme

+00
2 1S W22 <c . LY l)‘F‘|s‘,_(k)| 1Z, 11
L/3 0

<C. L7700 [ 45 (€)2dolé).
n
On utilise les majorations du $2, de sorte que

[, 1s1@)12aoté) < 2 L2A=23)g|=22=25-2)9| 22 49
z L = fz(i-l)/L

i \~28~1
<C. LZA-28<2_]> =C . L2A+1(2j)-23_1;
- L

pour j=0, ] -1, ], on doit utiliser les autres in€galités Sz, mais la majoration
obtenue est identique. En définitive, ZL/3|A’L(I)|212y <C . L2Y+(7)-28-1
Notant alors que p > p5 entraine y < 8, on pose & =y + ¢, et la majoration
devient 2L/3 17 (02127 < C . @7/L)31/2=1/2) . 3=2€ D6y la majoration

cherchée.

6. Polynomes ultrasphériques. Consid€rons I’intervalle [0, #] muni de la
distance induite de celle de R, et, sur [0, 7], la mesure de(G) = (sin 6)P40,
ou B est un nombre réel supérieur 3 —1. Il est ais€ de montrer que m g satisfait
A la propri€t€ d’homogénéite: mg($(6, 7)) < Amg(S(0, 1/2)), $(0, r) désignant ici
I’ensemble {¢ € [0, 7]; |6 - ¢| <r}.

La fonction maximale M,B/ de f relativement a la mesure mpg est définie
par:

Mﬁf(@) S'l:[g _;;(—5(0—) fS(e. |/(¢')| mﬁ(¢)
En vertu du théoréme de Fefferman-Stein [8], quels que soient 7> 1 et p>1, il
existe une constante Ar# telle que:

” (; 'M,B/nlr )l/r

pour toute suite de fonctions f .

l/r

L (dm g ) L (dm 5)

Soit maintenant A un nombre positif fixe une fois pour toutes. Dans la suite
M désignera M,,, ||/ || la norme de f dans LP(dm,,). Soit 1 < p<2, p' I’expo-
sant conjugué, a €] - (2/\ +1)/p, @A +1)/p'[. On notera encore ||/ || .o la norme
de f(0)(sin 6)* dans L?(dm,,).

Soit alors ¢ <p tel que a€]- (A +1)/q, @A +1)/q'[. 1l existe une
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constante A telle que, pour toute fonction f € Lp(dmapﬂx), Mf < A(Mm+u/q)l/q;

en effet

T L 2h g
m,\(8(6, 7)) fs(a,,) | (@)|sin P de

< ——(T(o——)-) (fS(e )|/ (¢)|qslnaq+2)\¢d¢)l fI(fS( (sm¢)_ agq +2Ad¢>
max r 4

A
" (m,y,, 560, M4

en vertu de I’inégalit€ €lémentaire:

(fS(e,,)(Sin $)ad+2A d¢)1/q(fs(9 (sin ¢)~* 2 d¢)l/q < Afs(e,,fi“n‘i’d‘f"

Appliquons alors le thé€oréme de Fefferman-Stein avec r =2/q, u = p/q: on

(fs(e. r)l/ ($)]%sin 7+ d¢)l/q SAM oS 7)l/q

obtient:

Lemme (6.1). Soit 1 < p<oo, a€]l-QA+1)/p, @A +1)/p'[. 11 existe une’
constante A,  telle que, pour toute suite de fonctions f,, ||(2|M/n|2)%l|p S

NIRRT

Soit f une fonction de L%(dm,,). Les fonctions PX(cos 6) formant un
systeme orthogonal complet sur [0, 7] muni de la mesure dm,,, [ posséde un

développement: f(6) ~ 2 anP:"(cos 0). Les moyennes de Cesaro d’ordre & de f
sont définies par

L/(e)— (A )—1 2 AL laIPI(COS 0)7
ou €ncore par

5210 = f Zsz(cos 0, cos @)f(p)dm,,(¢)

ou sz(cos 0, cos ¢) = (Az)'lzl‘ AL IHP)I‘H'Z' 2P);(cos O)P?(cos &). En vertu de
la formule d’addition

Pz(cos G)P:‘l(cos P) = ckuP:(cos Q)P:‘,(l)sinz)"lwdw
od ¢! =j7gsin2)"1wdw et cos () =cos 0 cos ¢ +cos wsin 0 sin ¢,
splcos 6 )=, [7s2(cos Wsin~1wa
Llcos 0, cos ¢) = rJ oS Licos Q)sin wdw,

ou Sz(cos 6) = (AZ)' 12;‘ OAz 1||P),‘||‘2'2P);(1)P?(cos 6) est le noyau de Cesaro
€tudi€ dans les paragraphes 2 et 3. Rappelons les majorations obtenues: si

ol (cos 6) = 53 (cos OX[o, 7/21(0) 72 (cos 6) = s 2 (cos 6) - % (cos 0),



254 ALINE BONAMI ET J.-L. CLERC
Ioi(cos 0) <ALM3L-2 4 1612)-A=8=1)/2 i 5<A+1;
IOZ(COS 0) <ALML=2 410|721 si §>A+1;
|rz(cos 0)] < Alm-0]72M3 i s<2)
|73 (cos 0)] <A si 82\

Posons _—
az(cos 0, cos ¢) = cxfoa,_(cos D) sin?*~ lw dw;

s . -
T z(cos 0, cos ¢) = )J-Zr’_‘ (cos Q)sin*~w duw.
Lemme (6.2). 1] existe une constante A indépendante de L telle que
(1) |oz(cos 0, cos @) <ALAHL=2 4 |0 - ¢|2)"A=8"D/2 5; § <Ay 1;
(i) |02(cos 6, cos )| <AL=UL=2+|0-¢|D)" 21 sid>A4+1;
(iii) |oz(cos 0, cos ¢)| < ALAM ¥L=2 4+ 10 - @] A= 8- D/2(sin 6)~Msin é)

siA_1<8<A+l;
(iv) |0£(cos 6, cos ¢)| <AL™UL"% + |0 - ¢|?)~ Usin )" Msin ¢)7* si

0>A+1;
v) |Ti(cos 6, cos P)| < Alm - 0 — p|~2A8 si & <2
(vi) |'Tfl(cos 0, cos @) <A si §>2A.

Nous allons donner la démonstration de (i) et (iii). Les majorations (ii) et
(iv) sont des cas particuliers des majorations (i) et (iii), les majorations (v) et

(vi) s’obtiennent de la meéme maniére.
Soit donc 8 <A +1. Q2> 4 sin2Q/2 = 2(1 - cos ), donc

02 (cos Q) CALMJ(L=2 41 — cos Q)(-A=8-1/2

SALM¥L=2 41 —cos (0 - #) + (1 = cos w)sin Osin )~ §-1)/2
SALMY(L=2 4 10 - ¢|? + w?sin Osin ¢)(~*-8-1/2
puisque 0 <w/2<7w/2,0< |0 - |/2 <a/2.

s /2 T
oL(cos 6, cos ¢)=C)‘f0 "'+foﬂ/2 cee=1 4L
I, SALM sJ‘Z/Z(L-z +16 = ¢|2 + wlsin Osin $)~A= 8= 1/ 2,201 4y
= AL ¥(sin 0)~Msin ¢)"ML=2 + |0 - |2)A-8=1/2
T -A=§—
J‘ (1 4 w?)(=A=8=1D/2,20=14,
0

oﬁT:E( sin 0 sin ® )
2

L= 4 |0-<I>|2
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Lorsque 8 >A -1, [F°(1+ w?)(=A=8=D/2,,20=1 4y, ¢ o d’0Y la majoration de
type (iii) pour I,. D’autre part fg (1 + w?)(=A=38=1/2,20=1 g, <AT2 4ol la
majoration de type (i) pour I,. L’intégrale I, se traite de maniére analogue.

Lemme (6 3). Soit & > \. 1l existe une constante A, indépendante de |, telle
que supL|SLf(0)| < AMf(0) + Mf(7 - 6)).

Nous allons montrer que |f{o (cos 0, cos @)/ (p)dep| < AMf (6), tandis que
UgTL(cos 0, cos ¢)f (p)dg| < AM/(n — 6). Posons

6’+b
I/ (@)|dm.,, ($)
M*f(0)=  sup Pldna @ .

h=0; 0s9+bsm f6+b dm,, ()

Un calcul €lémentaire permet de montrer que M*f est, a une constante indépendante
de f prés, majorée par Mf. Or, pour montrer 1’in€galite |f"ai(cos 0, cos P)f () dg)|
< Am*f (0) il suffit de montrer I’existence d’une fonction positive k; ($) qui
majore aL(cos 6, cos ¢), soit croissante dans [0, 6[, décroissante dans 16, 7],

et telle que

k0 <A (fisin 2"¢.d¢>“, k() < A(fgsin 2"¢d¢)'
f k (¢)sin?rpdep < A,

comme le montre une intégration par parties €lémentaire, semblable 4 celle qui a
€té faite dans le $3. Supposons 6 <A +1, 6 <n/2, le cas général s’en dédui-
sant immediatement. Si 6 <2/L, on peut prendre k() = AL*~ YL=2 + |9-p|D)(-A=8-D/2,
Si 8>2/L, on peut prendre

kp(p) = ALAM8(L=2 4 |0 - $|DHA=8=D/2(5in 0)=2X i 6/2 < $ <36/2,

k() = A'LA310 — |=2=8=1 sjnon.

L’inégalité lfgfi(cos 0, cos @) (P)dep| < AM*{(m - 6) s’obtient de maniere
plus €lémentaire encore.

Théortme (6.4). Soit & >0. Si p>letsi |1/p-1/2]<(8+1%)/QA+1),1il
existe une constante A_ telle que, pour toute fonction [ € LP(dm ) ||supL|SL/| ||

<A ||/ " Sous les memes conditions, les moyennes de Ceslhro d’ordre & de f

convergent vers [ presque partout.

Lorsque 0 =0, ce résultat est du 4 Gilbert [10]. Lorsque & > A, il est con-
sé€quence du Lemme (6.3). Le résultat intermédiaire s’obtient par interpolation,
de la meéme maniére que le Corollaire (3.4).

Théoreme (6.5). Soit §>0, p>1. Si - QA +1)/p + sup(0, A -8 <a<
(X +1)/p" —sup (0, A = 8) il existe une constante A, telle que, pour toute
suite de fonctions fp €L (dmn) et tout choix d’ mdzces L,
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15, )7, < ).

Lorsque & =0, ce résultat est du & Muckenhoupt et Stein [17]. Lorsque

8> A, il t€sulte des Lemmes (6.1) et (6.3). Les cas intermédiaires sont obtenus

en interpolant entre les espaces de fonctions

Lio(dmZA) =1{f; /(0)sina°0 € Lp(dmn)}, (=22 +D)/p < a, < QA+ 1)/p',
et

L‘;l dm,,) = {f; [ (O)sin “1g¢ LP(dmy, )}, 2A+D/p+A<a; <Q@r+1)/p'-A,

par la méthode des familles analytiques d’op€rateurs: on sait que, si & > A,

”(leww | )/" Aoy ”(kal 4R
e AR s T

Il suffit alors d’utiliser le faxt bien connu que !'interpolé (L2, (dmn) L? (dm“))e,
au sens de Calderdn, est La.09+a1(1 9)(dm2x)

b,

Théoreme (6.6). Soit p >1, k un entier supérieur ou égal a 1. Si la suite
B, satisfait aux conditions:
(Ao) 3up|y.n|<M, )
k-1 nt k
(A,) sup 2 )”2]_=2n |A®p | < M,
alors, il existe une constante Ap o indépendante de p  telle que, pour toute

fonction % a PAcos 0) € L? P dm,,), ou:
—@A+D/p+supO, A-k+1)<a<@r+1)/p ~sup (0, A=k +1)

"zynanP:‘l(cos 0)‘ b, a < MA,,' a”f ”p o

Lorsque k =1, ce th€oréme est da & Muckenhoupt et Stein [17]. Lorsque

E<A+1, il a été démontré par une méthode entitrement différente dans [2].

Dans tous les cas, c’est une conséquence des inégalités:

le M, o <A, o W, o <A apl + e, )
ot g(f) = (f})(l - n)|oP (f )/ dr|2dr)” et P [(6) = Za 1" PX(cos 0), (v01r 171), du

Théoréme (6.5), et du Théoreme (4.7), ou du moins de sa transposition dans le

cadre des polynomes ultrasphériques.
7. Généralisations diverses du théoreme de multiplicateurs (4.9). Nous
avons d€ja signal€ dans !’introduction que la méthode utilisée au $4 se géné-

ralise & bien d’autres situations des lors que I’on sait pour quelles valeurs de

b une inégalité du type:

[(Zisz, 7)1, <4, lZ )"
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est réalis€e. C’est le cas, en particulier, non seulement pour les sphéres, mais
pour tous les espaces symétriques compacts de rang 1.

La liste exhaustive des espaces sym€triques compacts de rang 1 est donné€e
dans [9]. Ce sont En =50@m +1)/50(), Pn(R) = 50(n + 1)/0(n), Pn(C) =
SU(L + 1)/SW() x UQ)) (avec I=n/2 >2), P (H) = Sp(l +1)/Sp(1) x $p(1) (avec
l=n/422),P;=F_g,/S00). Soit M =G/K un de ces espaces, 1 = eK
(e €l€ment neutre de G). Les g€od€siques ont toutes meme longueur, que nous
poserons €gale a 2D, et les fonctions zonales peuvent entre identifi€es a des
fonctions sur [0, D]. L’application exponentielle au pole 1 permet de définir un
systéme de coordonn€es polaires sur M, (6, ), avec 0 <6 < D qui représente la
distance a 1, et u€ X _,. La mesure invariante sur M est donnée par
sin®A0 sin92A0d0du, i une constante prés, p, ¢ et A €tant €gaux a:

" s, P.R) P(O P (H) P
14 0 0 n-2 n-4 8
q n-1 n-1 1 3 7
A n/2D /4D n/2D n/2D n/2D

Posons a = (p+q-1)/2, B=(g-1)/2. L’opérateur de Laplace-Beitrami sur M
admet pour valeurs propres k(k + a + B +1),0u k=0, 1,2, ... sauf lorsque
M= Pn(R), ou les seules valeurs admises pour k sont k=0,2,4, ..., et les
fonctions propres zonales sont, & une constante pres, P’ B (cos 2)0).
Considérons tout d’abord le cas oi M n’est pas P (R). Appelons X,
sous-espace propre relatif 3 la valeur propre k(k + o + /3 +1), H,f la projection

de f sur }( La moyenne de Cesaro SL/ est définie par
Spf=p D! Z A 11,/

et, comme dans le cas de En, est donn€e par la convolution avec la fonction

zonale:

0 - w0
si(cos —D-> = (A,s‘)'1 > Az_lllP;l’ '8||;2P;1' B(I)Pla' B(cos —D-)

1=0
Les majorations obtenues au §2:
|s£(cos 0)| < AL%at2
152 (cos 0) < AL**T3\g|=a=5=3/2 /1 << a2,
|si(cos 0) SALMA1I=3  n/2<O<m,
Is2(cos 0)] <AL= 87 _0|=%,  #/2<0<m-n/L,
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lorsque & < a +3/2, permettent, la encore, d’obtenir la majoration (pour
o> a +1/2)(8):

sup [SP/1 <AMf+ K x |f],

L

avec K€ L!(M). Les analogues du Théoréme (3.6) et du Corollaire (3.7) s’en

déduisent immédiatement.
D’autre part, I'intégrale de Poisson de f, P f = ZrlHI/ est donn€e, la

encore, par la convolution avec le noyau de Poisson:

P<C°SF> E"I“Pa ﬁn_zpa’g(l)P ﬁ(cosEe)

Il résulte de [22] que P est positif, donc de norme 1 dans L1(M), et donc que
P_ définit un semi-groupe satisfaisant aux propri€t€s requises pour l’existence
d’inégalités LP pour la fonction de Paley-Littlewood correspondante [19]: si
1 .

g() = ([3- NP 1)/ dr|2an?, N, <A, /1|, e, si Hof =0, If1l, <
Ap||g(/)||p. On obtient ainsi 1’analogue du th€oréme de multiplicateurs (4.9).

Considérons maintenant le cas ot M est P_(R): H, désignera le sous-espace
propre relatif A la valeur propre 2k(2k + @ + 8 + 1), et plutot que les moyennes de

Cesaro, nous définirons:
8 -1
UL/='(A ) Z AZL 2ttt
az/ est donn€ par la convolution avec la fonction zonale:

I
- 0
0,8_ cos—— = (A DD AgL_zl||P;'IBH;2P;'I’6(1)PIG"B cos — ),
2D 1=0 2D

O‘E (cos g—z> = ;— [sf,_(cos g%) + SSL (cos<2ﬂ—D(2D - 9)))],

d’ou la majoration

Oz (Cos -ﬂi)‘ < AL2a+2,
2D/~
n0 _n

8 0 athh=8|g|-a-8-3/2 25 2,
0’~<c°s 2D> s AL DL

Donc supL|az/| < AMf si 8 > a +1/2, et pour toutes suites [, L, et p >1

5 1/2 "(D”ik/k'z)% \LSAPN(Z'&'Z)% I,
avec = Q + .

De méme, !’intégrale de Poisson de [ est donn€e par la convolution avec le
noyau

(8) Remarquer que a+1/2 =(n—1)/2 ou n est la dimension de M.
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770 ~ |/ a, aj=-2pa, a, a 779
Pr<°°s‘2—D>=Z’”P21 I3 *P3; (1P <COSZ_L)

1 1-7 1-7 \
== +
2 <(1 — 2\ cos (0/2D) + 1) 372 (1 4 2/rcos (#8/2D) + r)““'”/?}

qui est positif, uniformément de norme 1 dans L!(M). D’ol les in€galités pour la
fonction de Paley-Littlewood.

Le th€oréme de multiplicateurs de type (4.9) s’en déduit ais€ment, a condi-
tion d’avoir montr€ que les lemmes combinatoires (4.4), (4.5) et (4.8) sont en-
core vrais lorsque les moyennes de Cesaro sz = (Az)‘ IZf;OAi_lul sont
remplac€es par les moyennes (A ;L)' 12;“=0A23L_21u1. Mais il suffit de remarquer
que cette derniére quantit€ peut étre obtenue comme la demie sommes des
moyennes de Cesaro des suites Ugs Uy Uys coe s Up Uy wor 5 € Uy, — Uy, Uy,

U, U On peut finalement €noncer le théoréme suivant:

Théortme (7.1). Soit M un espace symétrique compact de rang 1 de dimen-
sion n, Il existe une constante Ap, pour tout p > 1, telle que quelle que soit la
suite K satisfaisant aux conditions:

(Ay) sup lﬂjl <M <o,

(Ay) sup,27k= DSV AL IARY | < M <,

avec k= (n +1)/2 si n est impair, k = (n + 2)/2 si n est pair, on ait I'inégalité

|Zw;m1], <4 M,
pour toute fonction f € LP(M).

Nous n’écrirons pas l’analogue de (4.9) (2) et de (4.10), qui sont tout aussi
valables.(9)

Montrons enfin que la méthode s’applique encore dans le cas de vari€t€s
riemanniennes compactes. Soit donc on, g) une vari€t€ riemannienne de dimension
n, A son Laplacienet I = f;“dEx la résolution spectrale de ’identité associ€e.
On peut, comme dans {19], définir une fonction de Littlewood-Paley a l'aide du
noyau de la chaleur: on pose Tf(x)= f;me'“dEAf, et g(f) = (f;wtlaTt//aﬂzdz)%;
on 2 alors les inégalités g/, <4, I, <t /1, < g0 cetre dernibre des
lors que [f =0 (1< p < + ). Nous utiliserons ici les sommes de Riesz qui sont

R A8
sir= |, <1_ E) dE, f.

Hérmander a démontr€ que si 8 > 7 — 1, on a I'inégalité€ (voir [12], [13])

définies comme suit:

supR|SI§f| < C . Mf, ou Mf est la fonction maximale au sens de Hardy-Littlewood,
Mf (x) = sup (1/|B(x, ')|)fB(x r)|f (y)| dy. Cette inégalit€, jointe au résultat de
(9) On remarquera que les résultats de localisation qu’on peut, comme dans le cas

de la sphére, déduire des inégalités obtenues dépendent fortement de I’espace symé€trique
choisi et non plus uniquement de sa dimension.
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Fefferman-Stein permet alors d’obtenir *‘1’inégalité de Zygmund’’:

(st )], (o], o

On peut alors déduire de ce résultat un théoréme de multiplicateurs, comme on
I'a fait au 4.

Théoreme (7.2). Soit m(A) une fonction n fois dérivable sur [0, + ), et
satisfaisant aux conditions:

(Ao) sup)‘lm()\)| <M<+ oo,

(A,) supy(L/N)f §IA™@/dNY'mN)|dh <M < + o,

alors

|fo"mwagy ] <<, 1,

La démonstration suit celle du Théoreme (4.7), avec les variantes qu’impose
le recours aux sommes de Riesz. On introduit d’abord la fonction de Littlewood-
Paley g;5(/) = (f;w S;H/ - Sg/ |2dR/R)%. On montre comme précédemment que
gy <cC. gs(/), puis, ici seulement pour & entier que g‘g(/) =
(fg°° |Sg+l/ - Sg/lzv(R)a'R/R)%, ou fgv(r)dr <M . R, satisfait, lorsque 8 >n -1
I’inégalité ||g"§(/)||p <C,llgl/)ll,- Pour ceci, nous avons besoin d’un résultat
auxiliaire.

Lemme (7.3). Soit p une mesure sur [0, + =); posons Sg = fg(l—)t/R)sdy()t)

et o;.f, = [&a - A/R)%e=tA dpQ\), avec 0 <t <1/R; alors s§ = eR‘cr,se +
J&AM, RYAA, o A, R) = O().

En effet,

sg = Ig 1- X/R)se"‘e_“d;t()\) = eR‘fs (1- /\/R)Be_”‘ du(A)

+ eR’fs - )\/R)Se_“(e_’(R_” - DdpA).

Mais

[Ra- MR e R-D_1) . e=Aegy(n)
- _R- Sfff %{(R_m@(e-tm—*)_n; (f;e-"dp(ﬁ)da.

Intégrant & nouveau & fois par parties, il vient
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fg(l_%>8(e"(R”‘)—l)e'“dp()\)
- 1)8+1R—8f§<i>8+1{(R — N8t (R=N_ 1}( :)(/\ - r)%“”du(r))dz\

Y ) e

Développant par la régle de Leibniz, on voit apparaftre des termes

WR)® . (R =A)3he=t(R=Ny5+1-b _ ;  =tR=N(R _)). )5b . OW/R) <.

D’ot le lemme.
Venons 2 la démonstration du résultat sur la fonction g’;: d’abord

8

s +1 S 1 R A :

si+ /_Ssz—TzJ-O (I—E ME, [;

notons ensuite /t = Tt/; alors

3

5 +1 8+l 1 (R A -t

3y, 58, = - [ 1-2 ) AeTMaE, .
Grace au lemme, et a I'in€galit€ de Schwarz, on en déduit:
5 1 8§12 2 (Rygs+1 8,2
5317 = sk 12 < A(sger, - S5r17 + R [R1SEY, - 3 )2 an),

dés lors que ¢ < 1/R; raisonnant comme au §4, on peut toujours supposer que
R < [Rulr)dr < 2R, de sorte qu’on choisira 1/t(R) = fgv(r)dr; montrons d’abord

que

00 dR\*
(I; ISR uiry - Stsz/z(kﬂz"(m?) “p <Al

5 (9 1t
Sg“/,—skfﬁ(l/R)SR(gT )

on utilise maintenant ‘‘I’in€galit€ de Zygmund’’ convenablement g€n€ralis€e, d’ou

1 5 2 dR\%
"( |55+ IRy = Skl yr) V(R)’R_)

< Gl OF),

Il ne reste plus qu’a faire le changement de variable R — ¢ = t(R) pour recon-

naitre dans le second membre |lg(f)||,. Ensuite
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“U‘:wR't(R)sz |S§+1ft<R)‘Sffx(R)|2dA WR) ) ”
(3mSR ),

< AP.‘(-f;wR ’ t(R)z L V;R) (at Tt/)t:t(R)rdR)% ”P

On fait maintenant le changement de variable R — ¢, et on tient compte de ce que
t(R) > 1/R; d’ouencore la majoration par Hg(/)"p

La suite de la démonstration est alors tout a fait similaire 2 celle du Thé€oreme
(4.7), 'analogue du Lemme (4.8) se démontrant comme le Lemme (7.3).

Remarque. L’in€galit€ démontrée par Hérmander admet effectivement & = n—1
pour indice critique (cf. le cas des sphéres). Il serait intéressant de rechercher
une in€galit€ analogue a celle du Théoréme (3 1) dans le cas d’une vari€t€ com-
pacte quelconque. Dans le cas des groupes de Lie compacts, la démonstration
d’une telle in€galit€ fera 1’objet d’une publication ult€rieure de 1'un des deux
auteurs. Les travaux de N. Weiss [24] laissaient prévoir que le The€oréme (7.2)

. oA .
pouvait étre amélioré dans ce cas.
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